Editorial. 


La Universidad Centro de Altos Estudios en Ciencias Exactas —CAECE— 
asume, a partir de este primer número de Elementos de Matemática, la res- 
ponsabilidad de editar —trimestralmente— la publicación identificada con el 
nombre antes mencionado. Este nombre implica por un lado, una evocación 
respetuosa de aquel fabuloso Euclides que fue capaz de producir hace 23 si- 
glos “Los Elementos”, por otro a las publicaciones del mismo nombre del 
famoso Grupo Francés Bourbaki, y finalmente con referencia a época más 
cercana, el homenaje al desaparecido colega José Banfi, quién con ese nom- 
bre primero y luego con el de “Conceptos de Matemática” mantuviera du- 
rante muchos años un vínculo permanente y único —a través de un medio 
gráfico—, con los profesores que actúan en la enseñanza de la Matemática 
en el segundo nivel. 


Es precisamente a esos esforzados colegas a quienes, fundamentalmente, 
está dirigida esta revista, al menos en el presente y futuro inmediato, y es 
por ello que cada número contendrá. 


1. Artículos sobre temas de particular interés desarrollados por prestigio- 
sos matemáticos sensibilizados por las cuestiones relativas a la transmi- 
sión de los conceptos matemáticos. Algunos de tales artículos podrán 
abarcar más de un ejemplar. En'este número escriben el Dr. Luis Santa- 
ló y el Prof. Jorge E. Bosch, trabajo el de este último que tiene una se- 
gunda parte que aparecerá en el siguiente número. 


2. Secciones fijas en todos los números, cuyos nombres sugerirán casi de 
inmediato sus contenidos: 
2.1 Propuestas didácticas, a cargo de la Lic. Lucrecia Iglesias. 
2.2 Los problemas en el aula, a cargo de la Prof. María E. S. de Her- 

nández. 

2.3 La computación como recurso, a cargo de la Prof. Elena García. 
2.4 Diálogo con los lectores, a cargo del Prof. Roberto J. Hernández. 
2.5 Bibliografía a cargo del Lic. Nicolás Patetta. 
2.6 Noticias. 
2.7 Grageas, a cargo del Prof. Jorge E. Bosch. 
2.8 Editorial, a cargo del Director. 


3. Temas varios, en particular los que pueden referirse a actividades del 
Comité Argentino de Educación Matemática, adherido al Comité Intera- 
mericano homónimo. 


Con cierta premeditación, no se han fijado de manera que pudiera impli- 
car limitaciones las características de los sectores anunciados, por cuanto es 
intención de la Universidad CAECE que Elementos de Matemática sea un 
medio puesto a total disposición de las inquietudes de sus lectores. La direc- 
ción de la revista —que comparte de manera absoluta esa posición— entien- 
de que su función sólo tiene sentido si se logra efectivamente ese objetivo y 
por ello se dirige a sus colegas para requerirles enfáticamente remitan todo 
material que deseen a esta Dirección. No hay condicionamientos previos pa- 
ra ese material, que puede ir desde el desarrollo en extensión de temas que 
hayan motivado trabajos del docente, a la descripción de experiencias, o a 
la simple redacción de una “gragea”, de una referencia histórica o una noti- 
cia del medio en que se desenvuelve. 


Estimados colegas, tienen Uds. en sus manos, el N° 1 de Elementos de 
Matemática, en el cual por razones obvias la participación directa que les 
cupo es mínima. Pero ello tendrá que modificarse a partir del N° 2 para que 
esta Revista sea el resultado del esfuerzo de todos. Ese es nuestro deseo. Se- 
rá posible? Ustedes tienen la palabra. 
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LE OFRECEMOS: 
“Análisis Matemático para la Enseñanza Media”, por Prof. Jorge Bosch y Prof. P.J. 
Hernández. Precio=A 3.— £ 
A los primeros dptciehtos suscriptores se les obsequiará este libro que se enviará con 


el 22 número de la revista. 


PREMIO CAECE 
Se anuncia la primera edición del Premio CAECE JUVENIL, que se discernirá al me- 
jor trabajo de resolución de problemas de matemática. Estos se propondrán en una sesión 
especial, durante la primera quincena de diciembre. 
Podrán optar al Premio los estudiantes del ciclo secundario residentes en el país. Las 


bases estarán disponibles en la Universidad CAECE a partir del 1° de noviembre próximo. 


Matemática y Educación 


Dr. Luis A. Santaló 


Se ha anunciado en la Argentina la celebración de un gran Congreso 
Pedagógico Nacional, en el que habrán de establecerse las bases de una 
ley que deberá regir la educación en los años cruciales de fin de siglo y 
comienzos del tercer milenio. También se ha invitado a colaborar en el 
proyecto a todos los sectores de la población, dada la importancia del 
mismo y la influencia que sin duda tendrá para todo el desarrollo futu- 
ro del país. 

Teniendo en cuenta la importancia de la matemática en todos los 
quehaceres del mundo científico-tecnológico en que vivimos, se com- 
prende que el papel de la matemática en la educación que se planea sea 
una de las cuestiones que deben considerarse con más detalle y cuidado. 
Los profesores de matemática, por sus conocimientos y experiencia, de- 
ben opinar. En los párrafos que siguen vamos a dar nuestra opinión, na- 
turalmente personal y posiblemente sesgada por la profesión. 


1. La matemática en el ciclo primario obligatorio. 


Actualmente el ciclo de enseñanza primaria obligatoria comprende de 
los 6 a los 12 años de edad. Dada la complejidad creciente del mundo ac- 
tual y la fuerte competencia para desarrollar tareas laborales, parece re- 
comendable, como se ha hecho ya en muchos paises, prolongar este ciclo 
en tres años más, hasta los 15 años de edad. Ello obliga a un replanteo de 
toda la matemática que debe darse en este ciclo. Sería un grave error 

à añadir simplemente a la enseñanza primaria actual el ciclo básico de en- 
señanza secundaria. Este ciclo fue establecido pensando que sería com- 
plementado con los cursos superiores, pero si se quiere que forme una 
unidad terminal con los actuales grados de la escuela primaria, los conte- 

7 nidos de ambos ciclos deben modificarse de manera esencial. El mundo 
ha cambiado mucho en las últimas décadas y la matemática necesaria pa- 
ra su comprensión y para actuar en él, debe hacerlo al mismo compás. Si 
el Estado establece una enseñanza obligatoria debe, en compensación, 
asegurar que esta enseñanza es la adecuada para que al egresar de ella el 
alumno esté capacitado para desempeñarse con holgura y comodidad en 
el mundo actual. De otra manera la deserción escolar será inevitable. 

El actual contenido de la enseñanza media es en gran parte obsoleto, 
con gran desparramo de conceptos desordenados y poca unidad concep- 
tual. En matemáticas presenta repeticiones de ideas que el alumno ya co- 
noce y cuya repetición, con el pretexto de un mayor rigor —inútil a esta 
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edad— solo sirve para desconcertar al alumno inteligente y aburrir a to- 
dos. Al incluir este ciclo en la enseñanza primaria obligatoria deben variar 
los contenidos y la metodología. Hay dos conceptos fundamentales que 
deben introducirse desde los primeros grados, a saber: la estadística y 
probabilidad y la computación. 


Las probabilidades y la estadística. Las ideas de probabilidad y estadís- 
tica son de uso continuo en la vida diaria. Se habla de seguros, de pronós- 
ticos (deportivos y meteorológicos), de encuestas de opinión, de análisis 
de mercados, de juegos de azar y de otras muchas cosas que tienen co- 
mo base el concepto de probabilidad. En realidad todas las decisiones 
que se deben tomar en cada momento se basan en el conocimiento que 
tenemos del mundo exterior, todos los cuales nos son conocidos tan solo 
con una cierta probabilidad. Por otra parte, los datos estadísticos y la in- 
terpretación de gráficos, así como la construcción de diagramas y mode- 
los, se usan con frecuencia en muchas actividades. Las ideas de frecuen- 
cia, valores medios y dispersión son comunes en muchas actividades labo- 
rales. Todo ello debe introducirse en la enseñanza, pues aparte su valor 
informativo evidente, son conceptos muy formativos, pues obligan a or- 
denar y seleccionar datos, a elegir escalas y a comparar situaciones, todo 
lo cual son aspectos del quehacer matemático. 

El ideal sería, no tratar las probabilidades y estad ística como un capí- 
tulo más de la matemática tradicional, sino integrarlas a ella de manera 
indisoluble, es decir, educar en el pensar probabilista simultáneamente 
con el pensar determinista de la matemática clásica. Para dar un ejemplo 
de ello pensemos en la teoría de muestras. Supongamos que se desea sa- 
ber el número de fumadores en la ciudad de Buenos Aires. Según la ma- 
temática clásica el único medio es preguntar uno por uno a todos sus 
habitantes. Según la teoría de muestras, basta elegir una muestra suficien- 
temente representativa (personas de distinto barrio, distinta edad, distin; 
to sexo) y del número de fumadores de la muestra se deduce el número 
total. Naturalmente que el resultado es solo aproximado, pero es sufi- 
ciente para deducir muchas consecuencias y dirigir las actuaciones que se 
estime realizar. Debe irse descartando la idea de que la matemática sólo 
sirve para resolver problemas cuyo resultado puede predecirse ““exacta- 
mente”. Hay que mostrar como también el azar puede ser tratado, lle- 
gando a consecuencias suficientemente útiles para las necesidades prác- 
ticas. 

El uso de muestras se puede ejemplificar en el aula tomando una caja 
con un número grande de palillos y preguntando por el número de los 
mismos. La manera exacta sería contarlos uno por uno. El uso de mues- 
tras consiste en marcar un cierto número de palillos, mezclarlos todos 
nuevamente, y elegir luego una muestra de la mezcla. Comparando el nú- 
mero de palillos marcados de la muestra con el número total de la misma, 
por simple proporcionalidad se obtiene el número total de la caja primiti- 
va. El resultado no es exacto, pero se comprueba que es suficientemente 
aproximado para muchos fines. Análogamente se procede, por ejemplo, 
para contar el número de peces de una laguna. Lo importante es que el 
alumno comprenda que para muchos problemas que es difícil o imposi- 
ble de resolver “exactamente”, todavía la matemática puede decir algo, 
proporcionando resultados aproximados pero suficientes para los objeti- 
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También es útil y educativo usar tablas de números al azar. Con ellas 
se pueden “simular” muchos problemas y resolverlos con cierta aproxi- 
mación (método de Monte Carlo). Si cada alumno de la clase dispone de 
una tabla de 500 digitos al azar (construida por él mismo o tomada de al- 
gún texto), al resolver un mismo problema todos los alumnos es como si 
se dispusiera de una tabla cuyo número de dígitos es el producto de 500 
por el número de alumnos, lo que ya es un número bastante grande para 
que los resultados sean suficientemente confiables. Se pueden ver mu- 
chos ejemplos en el libro de M. GLAYMANN-T. VARGA, Les probabili- 
tés à l'école, CEDIC 1973 (hay traducción castellana por la editorial TEI- 
DE de Barcelona, España). 

La construcción de gráficos estadísticos de distintas clases (gráficos de 
barras, histogramas, gráficos circulares) y con diversas escalas, así como 
la obtención de valores medios y medidas de dispersión, sirven para prac- 
ticar el cálculo numérico, al mismo tiempo que se informa sobre datos de 
la vida real. 

Por haber tardado tanto en introducirse las probabilidades y la estadís- 
tica en la escuela elemental y media, a veces se ha pensado que podría ha- 
ber alguna dificultad intrínseca a la capacidad de los alumnos para com- 
prender sus ideas básicas. Sin embargo hay muchas experiencias que 
prueban lo contrario. Según Piaget e Inhelder (La Genese de l'Ildee de 

Hasard chez l'enfant, París, 1951) hasta los 7-8 años de edad el niño no 
distingue lo posible de lo necesario: *“su pensamiento oscila entre lo pre- 
visible y lo imprevisible, pero no hay nada para él que sea previsible con 
seguridad, es decir, deducible por necesidad, ni imprevisible con certeza, 
es decir, fortuito”. Pero con la aparición de las operaciones lógico-arit- 
méticas, después de los 7-8 años, comienza un segundo período que indi- 
ca el primer desarrollo de la idea de azar: "por un lado, el descubrimien- 
to de la necesidad deductiva u operatoria permite al niño concebir, por 
antítesis, el carácter no deducible de las transformaciones fortuitas ais- 
ladas, diferenciando así lo necesario de lo simplemente posible”. En el 
tercer período, después de los 11-12 años ”'se realiza la síntesis entre el 
azar y las operaciones, y éstas permiten estructurar el campo de las dis- 
persiones fortuitas en un sistema de probabilidades, por una especie de 
asimilación analógica de lo fortuito con la operatoria”. Por su parte Fis- 
chbein (The intuitive sources of probabilistic thinking in children, Do- 
drecht, Holanda, 1975) comprueba que a estas edades, con una adecuada 
y repetida ejercitación, se pueden llegar a hacer intuitivas las leyes del 
azar: “incluso en edades inferiores a los 10 años, el niño es capaz de asi- 
milar esquemas probabilistas, con la ayuda de una instrucción elemental 
conveniente”. 

En general, el tratamiento de datos estadísticos exige muchos cálcu- 
los numéricos que resultan engorrosos y hacen perder la idea directriz 
que se trata de afirmar, si hay que hacerlos a mano. Por esto hay que ten- 
der a que el uso de las calculadoras o computadoras sea habitual, 


La computación. Para estudiar la naturaleza e interpretar sus fenóme- 
nos, la matemática se vale de dos operaciones: contar y medir. El resulta- 
do es siempre un número y es con estos números que la matemática ope- 
ra para hallar resultados cuantitativos. El primer problema consistió en 


7 


baraa ta hi o a o Ml lr ai 


representar los números mediante símbolos, de manera que las operacio- 
nes entre ellos resultara lo más simple posible. Hasta que se dispuso del 
sistema de numeración decimal, con las cifras hindú-arábigas que se usan 
actualmente, la operatoria entre números un poco grandes resultaba com- 
plicada y difícil. Por esto la matemática numérica progresó muy lenta- 
mente (la numeración romana, por ejemplo, se presta poco a las opera- 
ciones elementales). Con el sistema de numeración actual toda la opera- 
toria se simplificó: se pudo operar con números relativamente grandes y 
resolver problemas clásicos de proporcionalidad con rapidez y seguridad. 
Con la facilidad calculatoria nació el álgebra y posteriormente todo el 
gran progreso matemático derivado del cálculo infinitesimal de Newton y 
Leibnitz. Se idearon métodos especiales para ayudar al cálculo (tablas de 
logaritmos, gráficos de funciones especiales, reglas de cálculo), pero siem- 
pre existía una barrera calculatoria que impedía trabajar con números 
muy grandes o con sistemas de ecuaciones con muchas incógnitas, a pesar 
de conocerse bien la parte teórica de las operaciones necesarias. 

A mediados del presente siglo aparecieron las calculadoras y las calcu- 
ladoras y las computadoras electrónicas, cuyas posibilidades crecieron rá- 
pidamente y que derribaron dicha barrera calculatoria, haciendo posibles 
con la mayor velocidad y precisión prácticamente todas las operaciones 
imaginables entre números. Con ello la matemática está sufriendo una 
gran transformación, con nuevos problemas y nuevas teorías, que están 
revolucionando el edificio matemático y con él todo el panorama cientí- 
fico y tecnológico. 

Esta revolución debe repercutir forzosamente sobre la enseñanza de la 
matemática, en todos sus niveles. Al aumentar las posibilidades de cálcu- 
lo, crece el número de problemas que se pueden tratar, y al quedar libre 
el tiempo dedicado a los cálculos a mano se podrán incluir en la enseñan- 
za nuevos temas y nuevas líneas de pensamiento. 

La computación en la enseñanza presenta dos posibilidades: el uso de 
las calculadoras de bolsillo y el uso de las computadoras de mesa (mini- 
computadoras o terminales de computadoras). 

Si se trata únicamente de los cálculos matemáticos, las calculadoras de 
bolsillo pueden ser suficientes y su mayor facilidad de adquisición (cada 
alumno puede disponer de la suya) hace que su uso sea altamente reco- 
mendable desde los primeros grados. Hay que ejrcitar el cálculo mental 
para números pequeños, pero las operaciones con números de más de dos 
cifras hay que dejarlas para las calculadoras. Después de todo, el lápiz y 
el papel son un instrumento de cálculo primitivo, que puede sustituirse 
con ventaja por otros más evolucionados. A. Engel ha dicho: La adquisi- 
ción y la conservación de la habilidad para los cálculos a mano, requiere 
una práctica constante, que no será necesaria si las calculadoras están a 
disposición. Por tanto, el cálculo a mano puede ser un arte moribundo, 
que hay que dejar morir pacíficamente. Lo que muchas veces se atribuye 
a falta de habilidad intelectual del niño puede ser, en parte, desinterés 
por el trabajo rutinario de los cálculos aritmétricos”. 


Las minicomputadoras persiguen fines mucho más amplios que los 
simples cálculos. Con ellas se pueden programar y simular situaciones, 
almacenar datos y ejercitar habilidades mediante juegos y representacio- 
nes gráficas. El tratamiento de muchos problemas mediante minicompu- 


tadoras y la posibilidad de utilizarlas como bancos de datos y para la en- 
señanza programada, mediante programas previamente elaborados por 
expertos, hacen que vayan conformando en el alumno un “pensar infor- 
mático” que posiblemente presidirá la sociedad del futuro. El uso de las 
computadoras no es exclusivo de las clases de matemáticas, sino que se 
extiende, cada día más, a todas las disciplinas. La computación va inva- 
diendo todas las actividades de la vida corriente, por lo que su enseñanza 
no puede olvidarse en la escuela, aparte de su Uso creciente como instru- 
mento de instrucción y desarrollo de las capacidades intelectuales. 


La solución de problemas. Hemos hecho hincapié en las probabilidades 
y estadística y en la computación, por ser las novedades más importantes 
que urge introducir en la enseñanza de la matemática en todos los nive- 
les, desde los primeros grados. Los contenidos de aritmética, álgebra y 
geometría son clásicos y sólo deben modernizarse en la metodología y en 
la selección de temas, podando los programas de contenidos inútiles e in- 
sistiendo, de manera que sean bien comprendidos y queden bien graba- 
dos en los alumnos, sobre unos contenidos mínimos que deberán selec- 
cionarse con cuidado. Es preferible tener pocos conocimientos, firme- 
mente asimilados, que una enciclopedia de ideas nebulosas. 

Dentro de las novedades metodológicas, la más importante es insistir 
en la solución de problemas. Entre las recomendaciones que hizo la Aso- 
ciación de Profesores de Matemáticas de los Estados Unidos para tener en 
cuenta en la enseñanza de la matemática en la década de los años 80, fi- 
gura en primer lugar que “la solución de problemas debe ser el foco de la 
enseñanza de la matemática. El desarrollo de la habilidad para resolver 
problemas debe merecer el máximo esfuerzo por parte de los docentes de 
matemáticas”. Esta recomendación ha sido universalmente aceptada. 

No hay que confundir problemas con ejercicios. Estos últimos son 
operaciones rutinarias convenientes para aprender y practicar una deter- 
minada técnica operatoria. Los problemas, en cambio, suponen poner a 
prueba todos los conocimientos del alumno y la habilidad para cambiar- 
los y aplicarlos de manera conveniente, desarrollando estrategias que su- 
ponen creatividad e imaginación. Hay que proponer problemas de distin- 
tos grados de dificultad y de naturaleza variada, para interesar a todos los 
alumnos y para que cada uno pueda desarrollar al máximo sus capacida- 
des intelectuales. 


Tal vez exagerando la nota, se ha extendido en los últimos años una 
metodología que basa la enseñanza de las matemáticas integramente en la 
solución de problemas (“problem solving”). Se están realizando ensayos 
interesantes en este sentido, pero posiblemente lo mejor sea alternar el 
método “de los problemas a la teoría” con el más clásico “de la teoría a 
los problemas”. Sobre el método pedaggico de la "solución de proble- 
mas” se pueden ver dos artículos de A.H. Schoenfeld en La Enseñanza 
de la Matemática a debate, publicación del Ministerio de Educación y 
Ciencia de España, Madrid, 1985. También es interesante el volumen Stu- 
dies in Mathematics Education, vol. 4, UNESCO, Paris, 1985. 


2. La matemática en el Ciclo Secundario 


Si la enseñanza primaria se extiende hasta los 15 años, el período de la 
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u“"señanza secundaria se reduce a 3 años (de los 15 a los 18 años). Esta 
=nseñanza secundaria puede ser preparatoria para los estudios terciarios 
“zechillerato) o destinada a carreras profesionales de nivel medio (comer- 
cial. industrial y otras muchas especialidades con salida laboral). 

La matemática para este ciclo secundario debe ser muy variable se- 
327 la especialidad. Sin embargo, como denominador común, debe pro- 
curar mantener y aplicar a la respectiva especialidad, los conocimientos 
de probabilidad y estadística y de computación adquiridos durante la es- 
cuela obligatoria. 

Para el bachillerato, destinado a preparar para el ingreso a la universi- 
dad o a otras escuelas terciarias, convendría diferenciar los cursos de ma- 
temática destinados a alumnos que piensan seguir carreras científicas 
(ciencias exactas y naturales, ingeniería, economía) de los que piensan 
seguir carreras humanistas. En todos los casos habría que seleccionar te- 
mas de interés actual (optimización, decisión, información), tratados 
siempre con el uso de computadoras, abandonando muchos temas obso- 
letos que sólo por inercia se han mantenido hasta el presente, pero que 
carecen de utilidad formativa e informativa. Debería haber también cur- 
sos electivos, para que cada lumno pudiera elegir de acuerdo con su parti- 
cular interés por la matemática. 

Una manera de despertar dicho interés y descubrir talentos especial- 
mente dotados para ella, es la realización de olimpíadas matemáticas de 
distintos niveles. Son frecuentes en muchos países tanto a nivel nacional 
como internacional. En la Argentina se han hecho varias, con pleno éxi- 
to, y convendría continuarlas. La preparación de quienes van a tomar 
parte en las olimpíadas debe hacerse fuera de clase, para los alumnos vo- 
luntariamente interesados, que deberán trabajar en grupos, discutiendo y 
analizando colecciones de problemas suministrados por el profesor o por 
la entidad que patrocine las olimp adas. 


3. La matemática en los Institutos destinados a la formación de 
profesores. 


La matemática del ciclo terciario debe ser la adecuada a cada carrera 
particular. En la Universidad, cada Facultad debe diseñar los cursos de 
matemática que considere convenientes para sus carreras. Aquí nos va- 
mos a referir a los estudios destinados a la formación de profesores de en- 
señanza elemental y secundaria. 

Si la matemática del ciclo obligatorio o elemental y la enseñanza se- 
cundaria debe actualizarse y ponerse de acuerdo con el mundo actual, 
toda la formación de los profesores que deberán enseñar los nuevos con- 
tenidos y aplicar las nuevas metodologías deberá también modificarse de 
manera esencial. Muchos conocimientos de matemática que ahora se 
imparten deberán suprimirse para dejar lugar a contenidos modernos y de 
utilidad en la sociedad contemporánea. 

Por otra parte, al pasar a formar parte del ciclo obligatorio los tres 
años actuales del ciclo básico de la enseñanza media (naturalmente con 
los contenidos modificados), la formación pedagógica de los profesores 
de enseñanza media tendrá que parecerse a la de los actuales maestros de 
primera enseñanza, pues debe haber continuidad durante todo el ciclo. 
También los maestros deberán tener en cuenta las necesidades de 


los tres últimos años de la enseñanza elemental. Se ha dicho que en la 
actualidad la enseñanza primaria está dirigida hacia los alumnos y la ense- 
ñanza secundaria hacia los temas. Por ejemplo, M. Otte al referirse a la 
formación de profesores de matemática, dice '*El profesor de matemáti- 
cas de la escuela secundaria, no solamente ha sido orientado hacia los te- 
mas, más que el maestro de escuela primaria, sino que tiene una concep- 
ción pedagógica diferente, concepción que es consecuencia de la estruc- 
tura del sistema escolar y de la composición social de sus clases. Las es- 
cuelas secundarias han sido tradicionalmente muy selectivas. Solamente 
acudieron a ellas niños procedentes de capas sociales con un alto grado 
de motivación y con objetivos relativamente ambiciosos. Debido a la no 
necesidad de motivaciones especiales y a la posibilidad de ayuda de los 
padres en caso de necesidad (clases particulares), la enseñanza en la clase 
pudo centrarse exclusivamente en los temas y adoptar, en consecuencia, 
la idea pedagógica de que el conocimiento puede ser transmitido de ma- 
nera automática. La meta de la formación de profesores consistió, de 
acuerdo con ello, en proveer al profesor de un buen conocimiento de su 
disciplina, en conformidad con la teoría de que quien conoce bien una 
disciplina, no necesita otras habilidades para transmitirla. Inversamente, 
la actitud orientada hacia los niños de la escuela primaria, no solamente 
implica una organización diferente del sistema de enseñanza (distinta del 
caso en que la enseñanza está estructurada pensando únicamente en los 
temas) sino también otras ideas respecto a la manera de transmitir el 
conocimiento. Un profesor orientado hacia el alumno pondrá más énfasis 
en los pasos que van del problema a la matemática correspondiente y de 
la experiencia diaria a los métodos matemáticos; dará también más peso a 
las relaciones entre las distintas formas del conocimiento, por ejemplo, 
entre la matemática y las ciencias naturales. Análogamente, intensificará 
la ejercitación de las habilidades elementales y considerará el conocimien- 
to como un proceso inductivo e implícito, más que como una estructura 
explícita y objetiva” (Nuevas Tendencias en la Enseñanza de la Matemá- 
tica, UNESCO, traducción castellana, Montevideo, 1979). 

Para los tres años de la actual escuela secundaria que pasan a formar 
parte de la escuela obligatoria, el profesor deberá poseer las dos condicio- 
nes de maestro de escuela primaria y de profesor de escuela secundaria. 
Deberá tener sólidos conocimientos de matemática, aunque no hace fal- 
ta que sean muy extendidos y puede limitarse a lo que es de interés ac- 
tual, y también entrenamiento pedagógico para saber como presentar los 
temas, como interesar al alumno y como facilitar su aprendizaje. 

Los cursos de matemática destinados a profesores deben tener en 
cuenta que éstos tienen la tendencia a enseñar tal como fueron enseñados 
y, por tanto, hay que aplicar el principio de congruencia, a saber: “los 
profesores deben ser enseñados tal como ellos deben enseñar”'. En la 
formación de profesores de enseñanza elemental y media, la enseñanza 
de la matemática propiamente dicha y la metodología correspondiente 
no deberían ser materias separadas, sino que deberían formar una sola 
unidad, con lo que las dos cosas resultarían beneficiadas. 

Como hay que introducir en la enseñanza temas nuevos, debido al rá- 
pido progreso de la ciencia y sus aplicaciones, hay que desarrollar una pe- 
dagogía matemática que ayude a descender los niveles en que se enseñan 
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tales novedades. Modificar los contenidos es fácil, pero ello conduce a 
poco si los profesores no están preparados para exponer los nuevos con- 
tenidos en las clases. 

El futuro profesor debe ser instruido, a través de seminarios activos, 
acerca de las investigaciones y experiencias que en muchos centros del 
mundo se realizan referentes a la enseñanza de la matemática. Debe pro- 
curar, también, tomar parte en estas experiencias y su discusión. Por esto 
es indispensable que en cada Instituto del Profesorado haya una buena 
biblioteca con esos trabajos, así como las principales revistas destinadas a 
educación matemática y los textos más significativos de los países más 
avanzados. 

También los profesores en actividad deben ser actualizados continua- 
mente. Para ello, la edición de notas informativas y la realización de cur- 
sos a distancia debe ser frecuente, todo ello organizado por instituciones 
especializadas. En los organismos destinados a evaluar la enseñanza y pro- 
poner las modificaciones que correspondan, deberían participar profeso- 
res de los niveles elemental y medio y también profesores universitarios. 
Es bien sabido que las opiniones de unos y otros sobre libros de texto o 
sobre otros materiales destinados a los alumnos, suelen ser muy distintas, 
posiblemente porque los profesores universitarios ven sólo la matemática 
como tal y los profesores de enseñanza elemental y media la juzgan por 
su facilidad de aprendizaje. Una cosa es exponer la matemática para en- 
tendidos y conocedores, y otra para alumnos que deben aprender, a veces 
intuitivamente y a saltos. 

Nos hemos referido a la educación formal, en sus distintos niveles. 
Pero el mundo actual es muy cambiante y todas las personas deben ser 
informadas de las novedades de manera continua, durante toda su vida. 
En lo que respecta a la matemática y sus aplicaciones, habrá que buscar 
la manera de utilizar los medios de comunicación masiva para que las no- 
vedades más significativas lleguen a todos quienes puedan utilizarlas. El 
uso de los poderosos medios de información actuales para una educación 
continua de la población, es uno de los problemas que conviene conside- 
rar con más urgencia. 


Problema de la mosca. Un robot se desplaza hacia una pared a 5 km por 
hora. De él parte una mosca a 10 km por hora, que va hasta la pared, lue- 
go vuelve hasta el robot, después de nuevo hasta la pared, y así siguiendo 
hasta que, después de media hora de vuelos continuos de ida y vuelta, la 
mosca muere aplastada por el robot contra la pared. ¿Cuál es la suma to- 
tal de las distancias recorridas por la mosca en todas sus idas y vueltas? 


Responder sin hacer ningún cálculo escrito. Respuesta: 5 km, porque la 
mosca se desplazaba a 10 km por hora y estuvo volando en total media 
hora. 


Figura 1 


Figura 1 


Anguias en la enseñanza secundaria 


Por Jorge E. Bosch 


PRIMERA PARTE 
$ 1.— INTRODUCCION 


El tema de los ángulos es uno de los más conflictivos desde el punto de 
vista conceptual. Es más o menos sencillo enseñar a medir ángulos, a rea- 
lizar operaciones con las medidas e incluso a efectuar conversiones de un 
sistema a otro. Pero lo que no es tan fácil es comunicar al alumno un 
concepto de ángulo que sea a la vez matemáticamente correcto, intuitiva- 
mente comprensible y prácticamente manipulable. La dificultad reside en 
gue hay por lo menos dos nociones de ángulo, emparentadas entre sí pe- 
ro distintas, y ambas necesarias para edificar la geometría elemental. No 
hay ninguna receta mágica que permita eliminar esta ambivalencia del 
concepto de ángulo, y el profesor debe acostumbrarse a la idea de que 
ella constituye una dificultad intrínseca de la matemática, admitiendo 
que la mejor manera de tratar con ella no consiste en ignorarla sino en to- 
mar clara conciencia de su naturaleza y de sus alcances. Estas dos nocio- 
nes básicas de ángulo (básicas pero no únicas) han sido distinguidas por 
algunos autores (1) con los nombres de ángulo sectorial y ángulo orienta-— 
do. Daremos a continuación las definiciones correspondientes y luego es- 
tudiaremos su inserción en el cuerpo de la geometr ía. 


$2.— ANGULOS SECTORIALES 


Definición 1. Dados tres puntos no alinea- 
dos, A, B, C, llámase ángulo sectorial conve- 
xo ABC al conjunto intersección del semipla- 
no cerrado de borde AB que contiene a C y 
el semiplano cerrado de borde BC que con- 
tiene a A. (Ver Fig. 1). 

Indicando con Spl(AB,C) y Spl(BC,A) a di- 
chos semiplanos, se tiene entonces: 


áng.sect.conv.,ABC =Spl(AB,C) N Spl(BC,A) 


Recordemos que la calificación de cerrado aplicada a los semiplanos en 
cuestión significa que se considera a la recta borde incluida en el semipla- 
no: es decir que 


AB CSpI(AB,C) y BC C Spl(BC,A) 


El punto B se llama vértice del ángulo sectorial, y las semirrectas de ori- 
gen B que contiene a A y de origen B que contiene a C se denominan la- 
dos. Por haber tomado semiplanos cerrados, resulta que el vértice B per- 
tenece al ángulo y los lados están incluidos en él. 

El. ángulo que acabamos de definir se llama convexo porque, efectiva- 
mente, es un conjunto convexo en el sentido general de esta palabra. Re- 
cordemos que un conjunto de puntos (en la recta, en el plano o en el es- 
pacio) se dice convexo, si cada dos puntos cualesquiera de dicho conjun- 
to determinan un segmento que está incluido en él. O sea: el conjunto X 
es convexo si y sólo si 


AEX,BEXYAFB=>ABCX (1) 


La figura 2 muestra a izquierda un conjunto plano convexo, y a derecha 
un conjunto plano no convexo: en este último caso se ponen en eviden- 
cia dos puntos A y B, pertenecientes al conjunto X, que determinan un 
segmento no incluido en X. 


Se puede aceptar como evidente que los semiplanos son conjuntos conve- 
xos. Una apoyatura más axiomática para este enunciado se puede hallar 
en el clásico postulado de la división del plano: 


Cada recta del plano divide a éste en dos subconjuntos cuya intersección 
es dicha recta (semiplanos cerrados); dos puntos cualesquiera de uno de 
estos subconjuntos, no pertenecientes a la recta dada, determinan un seg- 
mento incluido en el mismo subconjunto y que no corta a dicha recta; un 
punto de uno de los subconjuntos y un punto del otro, no perteneciente 
ninguno de ellos a la recta dada, determinan un segmento que corta a di- 
cha recta. 


Se acepta también que el conjunto vacío es convexo. Esto se puede de- 
mostrar empleando una conocida propiedad lógica de la implicación: si el 
antecedente es falso la implicación es verdadera. Ahora bien: si X es el 
conjunto vacío, el antecedente de la implicación (1) es falso para puntos 
cualesquiera A y B; luego la implicación (1) es verdadera y el conjunto 
vacío es convexo. Es fácil demostrar también que la intersección de con- 
juntos convexos es un conjunto convexo. Luego, puesto que el ángulo 
sectorial convexo ha sido definido como intersección de semiplanos, y és- 
tos son conjuntos convexos, resulta que dicho ángulo es a su vez un con- 
junto convexo; de ahí su nombre. 


Definición 2. Dados tres puntos no alineados A, B, C, llámase angulo sec- 
torial cóncavo ABC al conjunto unión del semiplano cerrado de borde 
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Figura 2 
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AB que no contiene a C y el semiplano cerrado de borde BC que no con- 
tiene a A (Ver figura 3). Como en el caso del ángulo convexo, B es vérti- 
ce y las semirrectas de origen B que contienen a A y C son lados del án- 
gulo cóncavo. 


=> fr NN 


Introduciendo la notación Spl(XY,-Z) para el semiplano cerrado de bor- 
de XY que no contiene a Z, tenemos: 


ang.sect.cónc.ABC = Spl (AB,-C) U Spl (BC,-A) 


Recalcamos que en la Definición 1 se habla de intersección y en la Defi- 
nición 2 de unión; los semiplanos tomados en consideración en la Defini- 
ción 2 son los opuestos de los que se mencionan en la Definición 1, pero 
hay que tener en cuenta que no por ser opuestos son complementarios en 
el sentido de la teoría de conjuntos, y ello por la sencilla razón de que no 
son disjuntos: como estamos considerando semiplanos cerrados, la inter- 
sección de un semiplano con su opuesto es la recta borde de ambos. Por 
motivo análogo el ángulo convexo ABC y el ángulo cóncavo ABC no son 
disjuntos (y por tanto no son complementarios en el sentido de la teoría 
de conjuntos, y tomando al plano como universal): la intersección de am- 
bos es el conjunto unión de los lados, o sea: 


áng.sect.conv.ABC N áng.sect.cónc.ABC = lado BA U lado BC, 


donde designamos por “lado BA” a la semirrecta de origen B que contie- 
ne a A, y análogamente para “lado BC”. 


Pero todavía faltan algunas definiciones; en primer lugar, falta definir 
adecuadamente los ángulos llanos, que son también convexos. Aquí surge 
un pequeño problema: desde el punto de vista de los ángulos sectoriales 
—que es el que estamos desarrollando— un ángulo llano es simplemente 
un semiplano cerrado; pero así no quedan determinados el vértice ni 
los lados, en contraposición a lo que ocurre con todos los otros ángu- 
los sectoriales que hemos definido. Se presentan dos opciones, igualmen- 
te aceptables desde el punto de vista matemático, de modo que la elec- 
ción debe efectuarse sólo en virtud de razones pedagógicas. Las opciones 
son: 

a) Decir que el ángulo llano ABC que contiene al punto D (Figura 4) coin- 

cide con SpI(AB,D): 

b) Decir que el ángulo llano ABC que contiene a D es el par ordenado 
formado por el semiplano en cuestión y el vértice B, o sea el par orde- 
nado (Spl(AB,D):B). 


La opción a) tiene la ventaja de que el ángulo llano así definido es un 
conjunto de puntos, como todos los ángulos sectoriales; pero tiene la des- 
ventaja de que no quedan determinados el vértice ni los lados. La opción 
b) tiene la ventaja de que así quedan determinados el vértice y los lados, 
pero tiene la desventaja de que el ángulo llano deja de ser un conjunto de 
puntos para pasar a ser un par ordenado, una de cuyas componentes es 
un conjunto de puntos. Nos decidimos por la opción a), pero reiterando 
que se trata de una mera cuestión de convención y que la opción b) es 
¡igualmente legítima. 


Definición 3. Se llama ángulo sectorial llano a todo semiplano cerrado. 
Cualquier punto de la recta borde es vértice de dicha ángulo, y las semi- 
rrectas determinadas por ese punto se llaman lados correspondientes a di- 
cho vértice. 

Con esto hemos aparentemente completado el repertorio de los ángulos 
sectoriales, pero es conveniente introducir todavía el ángulo sectorial de 
un giro y los ángulos sectoriales nulos. Para el caso del ángulo de un giro 
se presentan otra vez dos opciones: una que define a tal ángulo como 
conjunto pero de modo tal que no queden determinados el vértice ni los 
lados, y otra según la cual quedan determinados dichos elementos pero 
el ángulo no resulta ser un conjunto sino un par ordenado. Volvemos a 
elegir la primera opción. 

Definición 4. Se llama ángulo sectorial de un giro al plano (como conjun- 
to de puntos). Cualquier semirrecta es lado de dicho ángulo, y el origen 
de esa semirrecta es el vértice correspondiente a dicho lado. Convenimos 
en decir que la mencionada semirrecta representa a dos lados coinciden- 
tes, 


Definición 5. Se llama ángulo sectorial nulo a cualquier semirrecta; el ori- 
gen de ella es el vértice del ángulo nulo, y la semirrecta misma es su lado. 
Convenimos en decir que este ángulo tiene dos lados coincidentes. 

Es evidente que tanto los ángulos llanos como el de un giro y los nulos 
que acabamos de definir, son conjuntos convexos, y por tanto se los cuen- 
ta también entre los ángulos sectoriales convexos. 


83.—-SUMA Y RESTA DE ANGULOS SECTORIALES 


Definición 6. Dos ángulos sectoriales, ninguno de los cuales es nulo ni de 
un giro, se dicen consecutivos, si tienen un lado común y ninguno de 
ellos está incluido en el otro. (Obviamente, esta definición vale para geo- 
metría plana; en geometría del espacio habría que agregar una condición 
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Figura 4 


Figura 5. 


Figura 6 


de coplanaridad). 
En la Figura 5 el ángulo convexo ABC y el cóncavo CBD son consecuti- 
vos; el ángulo convexo XYZ y el cóncavo ZYW son también consecutivos. 


X 


Definición 7. Un ángulo sectorial de un giro es consecutivo con cualquier 
ángulo sectorial del mismo plano; y un ángulo sectorial nulo es consecuti- 
vo con cualquier ángulo que tenga al primero como uno de sus lados. 

Con referencia a la Figura 6, el ángulo convexo EFG es consecutivo con 
el ángulo de un giro (todo el plano); es conveniente entonces considerar 
como vértice del ángulo de un giro al punto F, y como lado del mismo a 
uno de los lados del ángulo convexo EFG. 


Con referencia a la Figura 3, el ángulo cóncavo ABC es consecutivo con 
el ángulo nulo ABA, y en la Figura 4 el ángulo llano ABC que contiene a 
D es consecutivo con el ángulo nulo CBC (y también con el ABA, por su- 
puesto). 

De acuerdo con las definiciones 6 y 7, los únicos ángulos sectoriales que 
son consecutivos de sí mismos son los nulos y el de un giro. 

Ahora estamos en condiciones de definir la suma de ángulos sectoriales, 
pero sólo para el caso de ángulos consecutivos. Esta definición se basa en 
un importante lema previo, para cuya comprensión conviene recordar 
que los ángulos sectoriales son conjuntos de puntos. 


Lema. La unión de dos ángulos sectoriales consecutivos es un ángulo sec- 
torial. 


Omitimos la demostración, que se basa en el estudio de todos los casos 
que pueden presentarse a partir de las definiciones 6 y 7. 


Definición 8. Se llama suma de dos ángulos sectoriales consecutivos a la 
unión de ellos. 

Se puede demostrar fácilmente que la suma así definida es asociativa y 
conmutativa. Hay elementos neutros, que son los ángulos sectoriales nu- 
los; hay también un elemento absorbente, que es el ángulo de un giro, 
pues si g es dicho ángulo y tes un ángulo sectorial cualquiera incluido en 
el plano, se tiene: g + t=g. (Si nos restringimos a la geometría plana hay 
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un único ángulo sectorial de un giro; en geometría del espacio hay uno 
para cada plano, y son todos absorbentes respecto de la suma). 

Acabamos de ver que para sumar ángulos sectoriales necesitamos tenerlos 
dispuestos en forma consecutiva. Para restar requerimos también una po- 
sición determinada, pero a ésta no le daremos un nombre especial. Va- 
mos a requerir que los ángulos t y s tengan un lado común y uno de ellos 
esté incluido en el otro; por ejemplo, s C t (Figura 7). 


Hemos llamado V al vértice y b al lado común. La idea es servirnos de la 
diferencia de conjuntos, a la que designaremos mediante una notación es- 
pecial, para distinguirla de la diferencia de ángulos como operación ''alge- 
braica””. Para indicar la diferencia conjuntista de t con s escribiremos: 


tls 


Lamentablemente, esta diferencia conjuntista no es un ángulo sectorial, 
porque al restar el conjunto s estamos extrayendo de t el lado c; lo que 
resta es algo que se parece mucho a un ángulo sectorial pero que no llega 
a serlo porque no es cerrado. Para corregir esto hay dos caminos: o bien 
efectuar la resta conjuntista t 71s y agregar después el lado c, o bien qui- 
tarle a s el lado c y luego restar de tel conjunto así obtenido. Elegiremos 
el primer camino. 


Lema. Si dos ángulos sectoriales t y s tienen el lado b común, y además 
s C t, entonces, llamando c al otro lado de s correspondiente al mismo 
vértice (pudiendo ser c = b), el conjunto 


(ts) UC 


es un ángulo sectorial. 

La locución “correspondiente al mismo vértice” se ha introducido en 
consideración a los casos en que s sea llano o de un giro. Por otra parte, 
el caso c = b se presenta si s es de un giro osi es nulo. La demostración 
del lema es sencilla y se omite. 


Definición 9. Sean t y s ángulos sectoriales de lado común b,tales que 
s C t ys At; sea cel otro lado de s (que puede coincidir con b}. Se llama 
diferencia angular entre t y s (en dicho orden) al ángulo sectorial 
t-s=(t"1s)UC 

Si no hay riesgo de confundirla con la diferencia conjuntista, la diferen- 
cia angular puede ser llamada simplemente diferencia. Observamos que la 
Definición 9 deja de lado el caso general en que t C s. Cuando se verifica 
esto y además t + s (caso de minuendo efectivamente '"menor”” que sus- 
traendo) decimos simplemente que la diferencia angular no está definida; 
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Figura 7 
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pero en el caso de t = s convendría que la diferencia estuviera definida. 
Para lograrlo debemos tomar una decisión poco agradable, pues la situa- 
ción es la siguiente: si queremos aplicar al caso t — t una definición aná- 
loga a la precedente, tenemos que especificar cuál lado escogemos como 
lado común de referencia, pues en general t tiene dos lados distintos y t 
tiene en común consigo mismo estos dos lados. Si t tiene lados a y b (dis- 
tintos entre sí) y tomamos como lado de referencia el lado común a, el 
otro lado es b y entonces la aplicación de una definición análoga a la pre- 
cedente nos daría: 


t-t=(t "1t)Ub=b 


Pero si consideramos a b como lado común de referencia, el otro lado es 
a, y entonces la misma definición nos daría: 


t—t=(t It)Ua=a 


O sea que, si a + b, obtenemos dos resultados diferentes para la resta 
t — t. En ambos casos se obtiene un ángulo nulo —lo cual es agradable— 
pero esos ángulos nulos son distintos entre sí —lo cual es desagradable—. 
La situación deja de ser desagradable en el caso particular en que t es nu- 
lo, porque entonces los “dos” lados son idénticos y se obtiene un único 
resultado: t — t = t. Pero si t no es nulo aparece una ambigúedad, y esto 
no tiene remedio. Lo único que se puede hacer para paliar la situación es 


hablar de diferencia respecto del lado común a, y diferencia respecto del 
lado común b. 


Definición 10. Si t es un ángulo sectorial nulo, es t — t = t. Si tes de un 
giro con lado a, o bien si t es un ángulo sectorial no nulo y distinto de un 
giro, con lados a y b, se define la diferencia de t consigo mismo respecto 
del lado a, del siguiente modo: 


si tes de un giro: t — t =a (respecto .de a) 
si t no es de un giro: t — t =b (respecto de a) 


Siempre se obtiene un ángulo nulo, pero en el caso de t no nulo y distin- 
to de un giro hay dos diferencias t — t: una respecto de a y la otra respec- 
to de b; y si t es de un giro, hay infinitas diferencias t — t: una respecto 
de cada semirrecta a que se tome como lado de t. 


$4.— BALANCE ACERCA DE LOS ANGULOS SECTORIALES 


En vista de los inconvenientes que presenta la teoría de los ángulos secto- 
riales cerrados, y de los que sin duda presentaría una teoría análoga para 
ángulos sectoriales abiertos (sin los lados), se puede intentar una defini- 
ción más flexible, admitiendo como ángulos sectoriales a los cerrados, los 
abiertos y los semicerrados (que incluyen un solo lado). Esto permite un 
tratamiento más fluido de la suma y la resta, pero aparecen otros incon- 
venientes, a saber: 1) Se hace necesario introducir el ángulo vacío, que 
sería Una entidad bastante extraña porque, como conjunto, coincidiría 
simplemente con el conjunto vacío; pero tendría dos lados coincidentes 
y, peor aún, cualquier semirrecta podría servir como **par de lados coin- 
cidentes”” de este ángulo; 2) Para cada ángulo sectorial convexo (excepto 
para los nulos y el de un giro) aparecen otros tres ángulos convexos que 
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tienen el mismo vértice y los mismos lados que el ángulo dado, y algo si- 
milar sucedería para cada ángulo cóncavo. Esto obligaría a usar notacio- 
nes especiales y engorrosas para distinguir (por ejemplo en la Figura 1) el 
ángulo convexo ABC cerrado, del ABC abierto, del ABC semicerrado con 
lado incluido BA, y del semicerrado con lado incluido BC. Esto nos lleva 
a preferir, de todas maneras y con todos sus inconvenientes, la teoría de 
los ángulos sectoriales cerrados. 

Tratemos ahora de hacer un balance pedagógico acerca de las ventajas y 
los inconvenientes de los ángulos sectoriales, refiriéndonos siempre —aun- 
que no lo digamos explícitamente— a los ángulos sectoriales cerrados. 


Ventajas. 1) La versión sectorial es la más intuitiva y la que más se apro- 
xima a lo que se estudia en la escuela primaria; 2) Los ángulos aparecen 
como conjuntos, y esto es beneficioso para una enseñanza de tipo con- 
juntista; 3) Los ángulos sectoriales permiten dar ejemplos sencillos e in- 
teresantes de conjuntos convexos, de conjuntos no convexos, y de inter- 
sección de conjuntos convexos; en un nivel más elevado, aparecen como 
conjuntos convexos muy importantes en problemas de programación li- 
neal; 4) Permiten definir de manera muy natural la suma de ángulos con- 
secutivos, reduciéndola al concepto de unión de conjuntos; 5) Permiten 
la visualización intuitiva de ciertos temas clásicos como, por ejemplo: án- 
gulos opuestos por el vértice, ángulos adyacentes, ángulos determinados 
por dos paralelas y una transversal, etc.; 6) Pueden ser sometidos de ma- 
nera sencilla y natural al tratamiento mediante transformaciones geomé- 
tricas: como los ángulos sectoriales son conjuntos de puntos, se tratan 
como una figura cualquiera; en particular, tiene aplicación inmediata el 
concepto de simetría: la bisectriz aparece como. eje de simetría de la fig- 
gura. 


Inconvenientes. Todos los inconvenientes están relacionados con las ope- 
raciones: 1) Si bien la suma de ángulos consecutivos se define de manera 
natural, como se señaló en el punto 4 de las Ventajas, aparece un incon- 
veniente (desde el punto de vista pedagógico) cuando la suma “supera” el 
ángulo de un giro: en realidad no es posible superar a este ángulo; en efec- 
to: como la suma coincide con la unión y el ángulo de un giro es todo el 
plano, por más que se agreguen ángulos la unión seguirá siendo todo el 
plano; por ejemplo, la suma de un ángulo de 270° con otro consecutivo 
de 180° da simplemente un ángulo de un giro, pues la unión es todo el 
plano; esto es así aunque la suma numérica de los grados sea 450", la cual 
supera a los 360”. En otros términos, desde 360° en adelante todos los án- 
gulos sectoriales son iguales. 2) Como consecuencia de lo anterior, los 
ángulos sectoriales no son aptos para el estudio de la trigonometrfía, pues 
en ésta se hace necesario distinguir un ángulo de 360° de otro de 4509; el 
primero es congruente (en sentido trigonométrico) con un ángulo nulo, y 
el segundo es congruente (en sentido trigonométrico) con un ángulo rec- 
to (de 909); tampoco son aptos para ciertas cuestiones de geometría ele- 
mental, como la suma de los ángulos interiores de un polígono convexo, 
que es igual a 2R.(n—2); a partir de n = 4 esta fórmula da siempre un án- 
gulo de un giro, si se trabaja con ángulos sectoriales; 3) Como se vió en 
$3, la diferencia angular requiere un tratamiento muy particular desde el 
punto de vista conjuntista; peor aún, la diferencia de un ángulo consigo 
mismo, t — t, da lugar a ambigúedades y falta de homogeneidad. 
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§5.— ANGULOS ORIENTADOS 


Hemos visto la noción de ángulo sectorial, que es una de las dos nociones 
básicas de ángulo que intervienen en geometría elemental; la otra es la de 
ángulo orientado; se trata, como se verá, de un ente de naturaleza muy 


distinta. 
Definición 11. Se llama ángulo orientado a todo par ordenado de semi- 
. rrectas de origen común. 
s 
Figura 8 


Con referencia a la Figura 8, si se da en primer lugar la semirrecta a y en 
segundo lugar la semirrecta b, el ángulo orientado en cuestión se anota 
como. par ordenado, así: (a,b). En la figura el orden se pone de manifies- 
to mediante una flecha. El mismo ángulo se puede anotar así: ABC, te- 
niendo en cuenta que el orden en que se dan los puntos es esencial. Va- 
len entonces las fórmulas: 


(a,b) =ABC, (b,a) =CBA, ABC = CBA. 


Como el ángulo orientado es un par ordenado de semirrectas, no es un 
conjunto de puntos sino un conjunto ordenado de dos semirrectas: su 
primer elemento es la semirrecta a y su segundo elemento es la semirrecta 
b. No tiene otros elementos, desde el punto de vista conjuntista. El he- 
cho de que la flecha indicadora del orden de los lados se coloque en una 
cierta región del plano no acuerda ninguna preferencia a dicha región. 
Por ejemplo, en la Figura 9 para el mismo ángulo orientado ABC pueden 
usarse las dos flechas allí dibujadas: interesa sólo el orden de las semirrec- 
tas, no el sentido del giro en el plano (favorable o contrario al de las agu- 
jas de un reloj). Por supuesto, a cada ángulo orientado corresponden dos 
y ángulos sectoriales que tienen los mismos lados: en el caso de la Figura 9, 
al ángulo orientado ABC corresponden el ángulo sectorial convexo ABC 
y el ángulo sectorial cóncavo ABC, señalándose cada uno por una de las 
flechas dibujadas. Después de estas aclaraciones es fácil comprender que 
para ángulos orientados coinciden los ángulos nulos con los respectivos 
ángulos de un giro: 


Figura 9 A 


Definición 12. Se llama ángulo orientado nulo o de un giro a todo ángu- 
lo orientado cuyos lados coinciden. O sea, son los de la forma (x,x) =STS. 
Por supuesto, existe el vértice de cada ángulo orientado, pero no es un 
punto que pertenezca al ángulo en sentido conjuntista. Los ángulos orien- 
tados llanos se definen de manera muy sencilla diciendo que un ángulo 
orientado llano es un ángulo orientado cuyos lados son semirrectas opues- 
tas. En la Figura 9 el ángulo orientado XYZ es llano, así como también 
lo es el ZYX. 


§6.— SUMA Y RESTA DE ANGULOS ORIENTADOS 


Definición 12. Los ángulos orientados (a,b) y (c,d) son sumables en ese 4 
orden, o bien el ángulo orientado (a,b) es sumable con el ángulo orienta- 
do (c,d), si se verifica b =c. En tal caso, el ángulo suma es (a,d); o sea 
que 
b=c=> (a,b) + (c,d) = (a,d). 
Con otra notación, tenemos ABC + CBD = ABD. Y ahora la diferencia 
no ofrece ningún problema: 


Definición 13. Dos ángulos orientados dados en un cierto orden son res- 
tables en ese orden si tienen en común el segundo lado, y en tal caso, si 
los ángulos dados son (a,b) y (c,b), se tiene: (a,b) — (c,b) = (a,c). Con 
otra notación: 


ABD — CBD = ABC 


Y resulta que si se cumple esta última igualdad, entonces ABC es sumable 
con CBD y se verifica ABC + CBD = ABD, como era de esperar. Recípro- 
camente, de esta última igualdad resulta que -ABD es restable con CBD y 
se obtiene la igualdad anterior. Obsérvese que se cumplen propiedades 
análogas a las que poseen la suma y la resta de números, pero la analogía 
no puede ser llevada muy adelante, debido a que la suma de ángulos 
orientados no es conmutativa; peor aún: salvo en el caso en que los dos 
ángulos sean nulos y coincidentes, si existe la suma de (a,b) con (c,d), no 
existe la de (c,d) con (a,b). Por ello no definimos la resta de ángulos cuan- 
do tienen el primer lado común, como ABD y ABC en la Figura 10. 


R Figura 10 


A na T 


Se observa que los ángulos nulos son elementos neutros para la suma y 
que no hay ningún problema con la resta de un ángulo consigo mismo. 
No hay tampoco ningún ángulo absorbente (como es el de un giro en el 
caso de los sectoriales), lo que tiene por consecuencia que la suma no “se 


detiene” en 360”, En efecto: en la Figura 10 se ve que, tomando ángulos 
de 270° y de 180° respectivamente, se obtiene como suma: 


RST + TSU = RSU, 
que es un ángulo de 90°, como era de esperar. 


$7.— BALANCE ACERCA DE LOS ANGULOS ORIENTADOS 


Ventajas. 1) Los ángulos orientados se prestan mejor que los sectoriales 
para efectuar operaciones y no conducen a situaciones “patológicas”, co- 
mo la existencia de elemento absorbente para la suma. 2) Se adaptan 
mejor que los ángulos sectoriales a las necesidades de la trigonometría; 
por ejemplo, si consideramos ángulos orientados referidos a un sistema 
cartesiano, con el primer lado (o “lado fijo“) coincidente con el semieje 
positivo de abscisas, lo que habitualmente se denomina congruencia de 
ángulos (módulo 360°) se reduce a la igualdad estricta: un ángulo orienta- 
do de 120” es idéntico al ángulo de 480° y al de —240”; en general, el án- 
gulo de x° coincide con el de x° + n.360°, siendo n un número entero 
cualquiera. 3) Se adaptan muy bien a la demostración y a la compren- 
sión intuitiva de algunos teoremas, como el de la suma de los ángulos ex- 
teriores de un polígono (convexo o no). También resuelven satisfactoria- 
mente el problema planteado por la fórmula 2R.(n—2), relativa a la suma 
de los ángulos interiores de un polígono convexo. 


Inconvenientes. 1) El concepto de ángulo orientado es más abstracto, y 
en consecuencia menos intuitivo, que el de ángulo sectorial. 2) La aplica- 
ción de las transformaciones geométricas a los ángulos orientados es un 
poco más complicada que en el caso de los ángulos sectoriales, porque 
aquéllos no son conjuntos de puntos. Para definir, por ejemplo, el trans- 
formado T(s), del ángulo orientado s por la transformación T, suponien- 
do que ésta transforma semirrectas en semirrectas, se puede decir que 
T(s) es el ángulo orientado cuyo primer lado es el transformado por T del 
primer:lado de s, y cuyo segundo lado es el transformado por T del se- 
gundo lado de s. 3) Se complica también, y por razones análogas, la no- 
ción de eje de simetría de un ángulo orientado; se define primero el con- 
junto subyacente de un ángulo orientado (a,b), como el conjunto unión 
de sus lados: a U b; y luego se establece que eje de simetría de un ángulo 
orientado es una recta que sea eje de simetría del conjunto subyacente. 
Así aparece como eje de simetría la bisectriz ordinaria. Otra posibilidad 
es declarar que la recta r es eje de simetría del ángulo orientado (a;b) si el 
transformado de este ángulo por la simetría de eje r es el ángulo recípro- 
co (b;a). Y finalmente, otra posibilidad es declarar que la recta r es eje de 
simetría de (a;b) si este ángulo orientado se transforma en sí mismo por 
la s. netría de eje r; en tal caso el ángulo orientado (a;b) carece de eje de 
simetría, salvo que se trate de un ángulo nulo o de un ángulo llano. 


Después de todo lo expuesto subsisten dos problemas importantes, que 
no son resueltos satisfactoriamente por ninguno de los esquemas teóricos 
que hemos presentado hasta ahora: el problema del sentido de giro en el 
plano y el problema de la división de un ángulo por un número natural; 
este último está vinculado con el problema de determinar el ángulo inte- 
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rior de un polígono convexo regular de n lados, que tradicionalmente se 
calcula por la fórmula 2R.(n—2)/n; pero justamente es la interpretación 
de esta fórmula la que conduce a dificultades, en el marco de las teorías 
expuestas. Abordaremos todas estas cuestiones en la Segunda Parte de es- 
te artículo. 


Problema de las vacas. Cuatro vacas negras y tres blancas dan en cinco 
días tanta leche como dan tres vacas negras y cinco blancas en cuatro 
días. ¿Qué vacas dan más leche, las negras o las blancas? Sea n la canti- 
dad de leche que una vaca negra da en un día y sea b la análoga cantidad 
para Una vaca blanca. (n y b pueden medirse en litros o en otra unidad, 
pero esto no interesa). Se desea saber si n es mayor, igual o menor que b. 
Los datos conducen a la ecuación: 5.(4n + 3b) = 4.(3n + 5b), o sea: 
8n = 5b. Luego b es mayor que n. Las blancas dan más leche. 
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La Comisión Internacional de Enseñanza de la Matemática entre otras actividades comenzó a 
desarrollar, a partir de 1984, documentos de discusión sobre los temas considerados más impor- 
tantes en la enseñanza de la matemática. El mecanismo establecido para la discusión es el siguien- 
te: una comisión, seleccionada al efecto, elabora un documento de discusión a fin de establecer 
una primera delimitación del tema; a partir de él se invita a todos los interesados a presentar sus 
puntos de vista y las presentaciones que son consideradas más valiosas desde el punto de vista 
científico sirven de base para elaborar el documento final. Dicha elaboración es realizada por un 
Seminario al cual son invitados a participar los remitentes de las presentaciones seleccionadas. 

Si bien el documento, cuya primera parte aquí presentamos traducido al español, ya ha cum- 
plido todo el ciclo y es inminente la aparición de las conclusiones finales, hemos considerado que 
el tema es de suficiente trascendencia como para difundirlo en esta revista; en el próximo número 
se completará la traducción del mismo y esperamos poder informar la forma de obtener el infor- 
me final, el que fue redactado en el Seminario llevado a cabo en Estrasburgo, en marzo de 1985. 


Las computadoras y la Informática están produciendo cambios en to- 
das las sociedades de nuestra época. Del mismo modo en que la máquina 
de vapor desencadenó la primera revolución industrial, la computadora 
nos está introduciendo en lo que a menudo se denomina la segunda revo- 
lución industrial. 

Aquella primera revolución industrial fue acompañada por el desarro- 
llo de las ciencias físicas; podemos esperar que las nuevas ciencias conec- 
tadas con la informática acompañarán esta segunda revolución. 

El panorama entonces es inmenso: nuevas necesidades, nuevas ciencias, 
nuevas tecnologías, nuevas capacidades, consecuencia de la eliminación 
del trabajo repetitivo o laborioso y, por supuesto, nuevos desafíos socia- 
les a afrontar. 

La Matemática no escapa a este movimiento y es por esto que la Comi- 
sión Internacional de Enseñanza de la Matemática ha tomado la iniciativa 
de organizar un estudio internacional sobre el tema: Influencia de las 
computadoras y la informática en la matemática y su enseñanza. 

En una primera etapa el presente documento se hace circular para su 
discusión; ésta se centra alrededor de tres cuestiones importantes: 


1. Cómo los computadores y la informática influencian las ideas matemá- 
ticas, las escalas de valores y el progreso de la ciencia. 


2. Cómo pueden diseñarse nuevas currícula para afrontar las necesidades 
y posibilidades. 


3. Cómo puede el uso de las computadoras ayudar a la enseñanza de la 
matemática. 


Limitaremos nuestro estudio de las cuestiones 2 y 3 a la currícula y en- 
señanza en los niveles Universitario y Preuniversitario (desde los 16 años). 
La matemática escolar será motivo de otro estudio internacional de la 
Comisión Internacional de Enseñanza de la Matemática, aunque natural- 
mente, encontraremos que los mismos tópicos e ideas aparecen en todos 
los niveles. Dos aspectos en particular son esenciales: por una parte la in- 
fluencia de la tecnología que nos permite realizar nuevas cosas, más rápi- 
damente y de diversas maneras; por otra parte la influencia de conceptos 
fundamentales de la informática, al frente de los cuales se encuentra la al- 
gorítmica. 


1. Influencia en las Matemáticas 


Los conceptos en matemática siempre han dependido de los métodos 
de cálculo y de la simbología empleada. La numeración decimal, la escri- 
tura de símbolos, la construcción de tablas de valores numéricos han pre- 
cedido a las ideas modernas de número real y de función. 

Los matemáticos han calculado integrales y hecho uso del símbolo de 
integración mucho antes de la presentación rigurosa del concepto de inte- 
gral por Riemann o Labesgue. 

De una manera similar es posible esperar que los nuevos métodos de 
cálculo y de simbolización, que las computadoras y la informática ofre- 
cen, permitirán emerger a nuevos conceptos matemáticos. Pero hasta hoy 
éstos no ocupan un lugar destacado en la matemática “tradicional” con- 
temporánea, aunque nos invitan a darle una forma nueva a la mayoría de 
las ideas tradicionales. 

Consideremos, para ejemplificar, diferentes ideas sobre un número 
real. Este es un punto sobre la recta R, y esta representación puede efec- 
tivizarse promoviendo la comprensión de la adición y la multiplicación. 
Es también un punto de acumulación de fracciones (números racionales), 
por ejemplo, fracciones continuas que dan la mejor aproximación de un 
número real por números racionales. Es también un desarrollo decimal 
infinito. Es, además, un número escrito en notación de punto flotante. 
La experimentación llevada a cabo con una simple calculadora de bolsillo 
puede ayudar a validar los últimos tres aspectos. El algoritmo para la 
construcción de fracciones continuas —que no es otro que el de Eucli- 
des— está renaciendo como una herramienta estandar en la matemática. 

Operaciones complicadas (exponenciación, sumación de series, itera- 
ción) devendrán sencillas con la ayuda de las computadoras y estas opera- 
ciones simplificadas nos conducirán a nuevos problemas matemáticos: 
por ejemplo, la suma de términos en dos órdenes diferentes (empezando 
del mayor o empezando del menor) no siempre producirá el mismo resul- 
tado numérico. 

Consideremos ahora la noción de función; es habitual distinguir entre 
funciones elementales y funciones especiales, esto es aquellas funciones 
tabuladas entre los siglos 17 y 19 y por otra parte las que surgen del con- 


cepto general de función introducido por Dirichlet en1830. Aún hoy en 
día “resolver” una ecuación diferencial significa reducir la solución a in- 
tegrales y, si es posible, a funciones elementales. Sin embargo lo involu- 
crado alrededor de una ecuación funcional! es el cálculo efectivo y el estu- 
dio cualitativo de las soluciones. 

Las funciones en las cuales se tiene interés, por lo tanto, son las facti- 
bles de ser calculadas y no solamente aquéllas que están tabuladas. 

Las teorías de aproximación y superposición de funciones, desarrolla- 
das con bastante anterioridad a las computadoras, son ahora validadas. El 
campo de las funciones elementales se extiende y funciones de naturaleza 
no elemental se introducen naturalmente a través de la discretización de 
problemas no lineales. 

La informática, también, nos compele a tomar una nueva posición an- 
te la noción de variable y ante la relación entre símbolo y valor. Esta re- 
lación es fuertemente explotada en matemática (por ejemplo, en el sim- 
bolismo del cálculo). En informática, la necesidad de trabajar sin realizar 
los valores de los símbolos ha presentado este problema en una nueva 
forma. El simbolismo de las funciones no es completamente transferible. 
Esto ha resultado en la aparición de lenguajes de computación como el 
LISP en el cual la noción de variable no se corresponde exactamente con 
la habitual, en la cual las variables tienen valores. 

Para el último de nuestros ejemplos consideremos conjuntos de puntos 
relacionados con Sistemas Dinámicos, iteración de transformaciones o 
procesos estocásticos. El uso de computadoras ha traído nueva vida a su 
estudio, para físicos y matemáticos, y ha dado lugar a una nueva termi- 
nología: por ejemplo atractores, fractals, etc. 

A partir de estos ejemplos, puede observarse que las computadoras y la 
informática han estimulado nuevas investigaciones, restaurando en la 
consideración de los matemáticos cuestiones dejadas de lado reciente- 
mente, aunque anteriormente estudiadas por largos períodos de tiempo, 
y han hecho posible el estudio de nuevas cuestiones. Esperamos que, co- 
mo resultado de discusiones conectadas con este documento, se arroje 
una nueva luz sobre estos asuntos. 

Siempre ha existido un aspecto experimental en las matemáticas. Euler 
insistió en el rol de la observación en la matemática pura: “Las propieda- 
des de los números que nosotros conocemos han sido descubiertas por 
observación...””. Es mediante la observación que descubrimos nuevas pro- 
piedades por las cuales haremos lo más que podamos por probar. 

Las computadoras han aumentado, súbita y enormemente, nuestras 
posibilidades para la observación y la experimentación en Matemática. La 
solución de la ecuación de la onda no lineal, el solitrón, fue descubierta 
numéricamente antes de devenir en un objeto matemático y dar lugar a 
una teoría rigurosa. En la iteración de transformaciones racionales, han 
sido los gráficos obtenidos por computadora los que han guiado a investi- 
gaciones recientes. Un arte enteramente nuevo de experimentación se es- 
tá desarrollando en todas las ramas de la matemática. Cálculos que ante- 
riormente eran impracticables, son ahora fácilmente abordados; es sólo 
cuestión de llevar a cabo un plan de acción apropiado. Las visualizaciones 
son posibles y ellas conforman una frontera unificante entre los matemá- 
ticos que ofrecen sus objetos de estudio sobre los cuales especialistas de 
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diferentes disciplinas pueden unirse para trabajar. 

Ha habido un considerable aumento en el número y variedad de estí- 
mulos que permite alentar la indagación y la investigación en la naturale- 
za de la matemática para establecer y apreciar sus interrelaciones. Un co- 
nocimiento de estas nuevas posibilidades ha penetrado desde hace algu- 
nos años en las investigaciones matemáticas aunque sólo en raras ocasio- 
nes lo ha hecho en la enseñanza. Sin embargo estas posibilidades para la 
experimentación ahora practicable en gran escala, están plenas de prome- 
sas para la renovación y el mejoramiento de la enseñanza de la matemát- 
tica. 

La matemática es y seguirá siendo una ciencia de la demostración. 
Pero el “status” de “la demostración” no es inmutable. El nivel de rigor 
y el grado de formalización dependen del tiempo y lugar. Hace alrededor 
de veinte años la moda pasó por las demostraciones no constructivas de 
teoremas de existencia: métodos de ideales para máximo común divisor, 
axioma de elección para el Análisis Funcional, métodos probabilísticos 
sin construcciones explícitas, etc. 

Hoy el punto de vista ha cambiado. Siempre que es posible se hace una 
demostración de un algoritmo que permite obtener efectivamente el ob- 
¡eto buscado. 

Las computadoras han tenido otro efecto sobre el status de “la demos- 
tración”, como ha sido demostrado en el celebrado caso del teorema de 
los cuatro colores. Hasta ahora las más largas y complicadas demostracio- 
nes son editadas y publicadas, el lector tiene acceso y controla toda la in- 
formación requerida (tablas, referencias). En principio se supone que un 
matemático trabajando solo es capaz de verificar cada paso de la prueba 
gracias a este método de presentación. Ahora han aparecido nuevos tipos 
de demostración: demostraciones numéricas en las cuales aparecen nú- 
meros de un tamaño y en cantidades tales que excluyen toda posibilidad 
de tratamiento manual, y demostraciones algorítmicas dependientes de la 
eficiencia y corrección de los algoritmos. Las demostraciones asistidas 
por computadora han producido la necesidad, por lo tanto, de una nueva 
forma de práctica profesional la cual no parece haber sido codificada, pe- 
ro las dudas desaparecerán en el futuro. 

Los algoritmos han jugado un rol importante en la matemática desde 
Euclides y aún más desde el nacimiento del álgebra. Estos son el constitu- 
yente más importante de la informática. Nos hemos referido al rol del al- 
goritmo como herramienta en una demostración y todos estamos en co- 
nocimiento de que ellos son una herramienta esencial en el cálculo. Aho- 
ra, sin embargo, ellos son cada vez más importantes en sí mismos. Apare- 
cen cuestiones fascinantes relacionadas con el tiempo y el espacio, sobre 
cómo formular algoritmos para minimizar el espacio de almacenamiento 
en la computadora y el tiempo de ejecución, o sobre el desarrollo de al- 
goritmos para procesadores funcionando en paralelo. 

Existen también otros problemas referidos a la eficiencia de algorit- 
mos, su corrección y la forma en que pueden ser elaborados. 

Debemos, además, puntualizar cómo los algoritmos son llamados a de- 
sempeñar un rol central en la sociedad: ellos aparecen en los negocios, el 
comercio, la tecnología y la automatización. Los problemas matemáticos 
tenen una creciente aplicabilidad. 


Finalmente, ahora los sistemas simbólicos permiten al usuario de com- 
putadora llevar a cabo dificultosos cálculos dentro del álgebra y del análi- 
sis. Las posibilidades son enormes y debemos tomar conciencia acerca de 
la exacta medida de la perfomance actual de estos sistemas, así como de 
la influencia que éstos tendrán en la enseñanza de matemática en los ni- 
veles universitarios y preuniversitarios. La informática extiende el campo 
de las investigaciones matemáticas en el cálculo formal. 
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Los problemas matemáticos en el aula. 


Los problemas en el aula 
Prof. María Esther S. de Hernández 


Sea la ecuación (m — 3} x? + (m — 6) x+m-— 11=0 en el cuerpo R. 


a) para qué valores de m la ecuación tiene sus raíces iguales? Hallar 
esas raíces. 


b) para qué valores de m la ecuación tiene sus raíces distintas en R? 


Dada la ecuación x? — 2(1+ 20) x+5+4t=0 


a) determinar para qué valores de t la ecuación tiene sus raíces ¡gua- 
les y cuáles son éstas. 


b) hallar una relación entre las raíces que no dependa de t. 
c) apartir de esa relación reencontrar las raíces dobles. 


Sea la ecuación (la — 3) x? —2ax+a+12=0 

a) hallar para qué valores de a la ecuación tiene raíces reales. 
b) determinar a para que x? + x4 =58 y calcular x; Y x2 
c} determinar a para que 2x, — 3X, =5 y calcular x; y X2 


a) Probar que cualquiera sea el número real a, el número complejo 
1 + ia 


tiene modulo 1. 


~ 1-ia 


b) Probar que, recíprocamente, dado un complejo z de módulo 1, es 
Posible escribir a z en la forma anterior. Expresar al real a en fun- 
ción del argumento de z. 


f o. =1+i43 EOR 
Sea el número complejo j = —~; luna de las raices cubicas de 1) 
Probar que todo complejo z =a + bi puede expresarse en la forma 
zZ=x+jy con x e y reales. Considerar el caso z =0 
- Dados dos números complejos z4 y z,, probar que: 
lzi +2,1? + lz —2,1? 
; a b 
a) Demostrar que para que se satisfaga la igualdad a 3conay 


212312 1%= 


b números enteros, es necesario que b = 4k y a=9(k + 3) siendo 
k un número natural. 
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b) Demostrar que el máximo común divisor de a y b debe ser divisor 
de 108. 


8. Sea | un punto interior a un ángulo convexo de lados OX y OY. De- 
terminar un punto A en el lado OX y un punto B en el OY de modo 
que | sea el punto medio del segmento AB. 


9. Dado un triángulo ABC, la mediana AA” y un punto P de la recta 
AA", se trazan por P las paralelas a las rectas AB y AC que cortan a 
BC en Q y en R respectivamente. 
Demostrar que A' es punto medio del segmento QR. 


SOLUCIONES Y RESPUESTAS 


En la resolución de los ejercicios 1, 2 y 3, debe tenerse en cuenta que: 
Dada la ecuación de segundo grado ax? + bx +c=0, la naturaleza de las 
raíces depende del signo del discriminante A =b? — 4 ac (a,b y c son nú- 


meros reales). 
Si A es positivo, la ecuación admite dos raíces reales y distintas dadas por 


las fórmulas 
-b+ YA -b + YA 
A AN RS 
3 2a : 7 2a 
; Ne i b 
Si A es nulo, la ecuación tiene una raiz doble dada por x; =X, = E 
a 


Si A es negativo, no existen raíces en el cuerpo de los reales. 


1. a) De acuerdo con lo anterior, la ecuación dada tiene raíces iguales 


si 
(m — 6)? —4({m - 3)({m — 11)=0 obien 
—3m? + 44m — 96 =0 y esto se verifica para m=12 Ó m=2_ 
3 
Sim=12,x, =X, =-5; si m=5 Xi =X, = 5 
b) las raíces son reales y distintas si 
— 3m? + 44m — 96 > 0 , osea 7 


3m? — 44m + 96 < 0 , lo cual se cumple para 3< m<12 
2. a) Las dos raíces son iguales si se anula el discriminante, o sea 
4(1 + 2t)? —4(5 +4t)=0 
(1 +2t)? —-5-—4t=0 


4t? —4=0_y por lo tanto debe ser 
t=1 6 121 


Si t=1,x; =x, 73 ; sit=—1 , x1=x2=-—1 


b) De las relaciones conocidas entre coeficientes y raíces: 
x1Xx2=5+4t y x 3+x,=2+4t 


resulta que X,X2 — (X; + x2) =3, relación independiente del pa- 
rámetro t. 

c) Six, =x, en la relación anterior se tiene que x? — 2x, — 3=0, 
ecuación cuyas raíces son, precisamente, 3 y —1. 


3. Debe verificarse que el discriminante sea no negativo, o sea debe ser 
4a? — 4(a—3) (a + 12)>0 
36 — 9a > 0, es decir a < 4. De este resultado se 
excluye a = 3, caso en que la ecuación sería de primer grado. 


b) De las relaciones xı +Xz ==, y tt - (2) 
se obtiene 4a? 
xX? +x? + 2x X, = B3? 


4a? _2(a +12} 


Ea a e a E 


ro AO 2(a + 12) 


e — (a- 3p a—3 


58(a — 3)? =4a? — 2(a + 12) (a — 3) 


28a? — 165a+225=0 ecuación que admite dos raíces 


_ 15 _ 15 
a = A y a2 = Fa 
Para a = 1 la ecuación dada es x? — 10x + 21 =0 con raíces 3 y 7 
Para a = Lee obtiene 2x? — 10x — 33 = 0 cuyas raíces son 
—5+491_ -5-4/9 


2 y 2 


En ambos casos las raíces son reales, lo que está de acuerdo con 
lo obtenido en el punto a), puesto que los valores encontrados 
para a son menores que 4. 


Za a+12 
c) x +x = (1) y X.X, = 
Se pide, además, que 2x; — 3x, =5 (3) 
De (1) y (3), resulta 
15—a _ lHMa-15 


xı la-=3) Y * = 5la—3) 
Reemplazando en (2): 
—15—a MAS a+12 
5(a—-3)" 5la-3) a-3 
(15 — a)(11a— 15) = 25(a + 12) (a — 3) 
—11a? + 180a — 225 = 2ba? + 225a — 900 
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4a? + 5a — 75=0 con raíces a, => y a, =-5 


Paraa= A se tiene como raíces de la ecuación dada 
x1=3 y x2=7 
Para a= —5 se tiene que xy, = —-}- Y x 5T 


4. a) Como1+ia y 1— ia son complejos conjugados, tienen el mis- 
mo módulo y puesto que el módulo del cociente es el cociente de 
los módulos, resulta que lzl= 1 


b) Siz es de módulo 1, su expresión trigonométrica es cos 0 + i sen 6, 
Se trata de hallar el real a tal que 


cos 0 + i sen =14 12 
1— ia 
l+ia_(1+1a)?_ 1—a? - 2a 
coma ca 1 143 O aa 
Luego: cos 6 + i sen 6 = Ter + i —&; ; debe verificarse 
i 1 +a? 1+a? ' 
la igualdad entre los componentes reales y entre las imaginarias, 
o sea: 
_ 1-a _ 2a 
cos 0 =- 7a? sen 0=7 ¿7 
Resulta entonces tg 0 = i 2, igualdad que se cumple para 


a=tg + y por lo tanto, el complejo z de módulo 1 se expresa: 


1 + ¡192 
z= e 
tigt 
2 
5. Para que z =a + bi se exprese en la forma z =x + jy, deberá cumplir- 
se que: z=x + SE y; z=(x Sy TEEN 
Entonces a=x -4y y = 2 de lo cual resulta: 


Siz=0,a=b=0 y porlo tanto x=y=0 


6. Dado el complejo z =a + bi, se define usualmente su módulo Izl por 
vía geométrica, mediante la relación pitagórica 


IzP =a? +b? 
Si se considera el complejo conjugado z= a — bi , se tiene 


zZ = a? +b? , lo cual permite definir el módulo de z independiente- 
mente de toda consideración geométrica, a partir de 


Iziż = zZ 
Aplicando esta definición en el segundo miembro B de la igualdad 
propuesta y teniendo en cuenta que el conjugado de una suma o de 


una diferencia de complejos es la suma o la diferencia, respectivamen- 
te, de los correspondientes conjugados, resulta: 


B = {zı + za) (z, +2) + (zı 22) (2,2) t (z1 —22) (Z, —22) Efectuando 
operaciones y reduciendo términos queda 
B= z Z, +z, Z, = lz,1? + iz, P 


Si se cumple la igualdad del enunciado, entonces 


4a — 9b = 108 (1) 
da = 108 —9b (2) 
4a = 9(12+b) De aquí surge que 


4 es divisor del segundo miembro y como es coprimo con 9, necesa- 
riamente 4 es divisor de 12 +b. Si 4 es divisor de la suma y también 
lo es de 12, entonces divide a b, es decir, existe el entero k tal que 


b = 4k 
Reemplazando en (2) 4a = 108 + 36k 
a =27 +0k 
a = 0(k +3) 
b) Si d es máximo común divisor de a y b, a=d.a' y b=d.b' 


En (1) 4da’ — 9db' 
d(4a" — 9b') 


108 
108 d es divisor de 108 


Se supone el problema resuelto; A y B son simétricos en la simetría 
de centro. 


B Y 


` l. Sea C el simétrico de O respecto de !. Es inmediato que el cuadri- 
látero OBCA es un paralelogramo. De aquí surge la siguiente 
construcción: 

Se determina C = Sim, (O). Por C se trazan las paralelas a las rec- 
tas de los lados del ángulo y se obtienen los puntos buscados 
A y B. 
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9. Si A' es el punto medio del segmento BC, los vectores BA' y A'C son 
equipolentes 


A 


Y 


, 


Baa 
AT 


Los triángulos A'BA y A'QP son homotéticos en una homotecia 
de centro A y razón k; entonces 


BA # AT y por lo tanto 


do _ AP 
Ag- Akep 41) 
AB A‘ 


Los triángulos A'CA y A'RP son homotéticos en una homotecia de 
centro A y razón k' ; entonces 


a ky (2) 
NA AC 
De (1) y (2) 
> > 
AOL k Por lo tanto 
NB AC 


AQ =k AB y A'R=k AC Entonces 


AQ i OA # AR 


o sea A' es punto medio del segmento QR 
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La computación como recurso. 


Intraducción a la infarmática en la enseñanza media 
por Prof. Elena García 


Existen hoy en nuestro medio numerosas propuestas de “Introduc- 
ción” a la Informática. Conferencias, talleres y cursos, así como una varia- 
da gama de publicaciones que responden a la creciente demanda de alum- 
nos, padres y docentes. 


La estructura de la computadora. 
Principios de funcionamiento. 
Características de los periféricos. 
Descripción de programas productos. 


Y, sobre todo, Programación BASIC son los temas comunes a la mayo- 
ría de las propuestas. Son así privilegiados algunos de los aspectos técni- 
cos de la Informática, mientras aparecen desdibujados los aspectos for- 
mativos e integradores que constituyen los elementos de mayor poten- 
cial educativo de esta disciplina. 

La Introducción a la Informática en la escuela debe tener en cuenta, 
no sólo sus objetivos específicos, sino también los generales de la ense- 
ñanza media. Analicemos, a modo de ejemplo, dos de estos objetivos ge- 
nerales propuestos por Pedro Lafourcade en su libro “Evaluación de los 
aprendizajes”. 


Objetivo 1: “Incorporación gradual al mundo de la cultura”. 


Incorporarse al mundo de la cultura implica, entre otras cosas, ''mane- 
jar información” y éste es el objetivo de la Informática. 

En una época en que el avance tecnológico y la cantidad creciente de 
información en las diversas ramas del conocimiento parece desbordarlo 
todo, el estudio y aplicación de las técnicas del procesamiento de datos 
adquiere una trascendencia hasta hace unos años insospechada, tanto por 
la posibilidad de almacenar datos que tiene la computadora, como por la 
garantía de acceso rápido a los mismos, la eficiencia y velocidad del pro- 
cesamiento y la capacidad de simular o explorar infinidad de alternativas. 

La escuela, encargada de transmitir las pautas culturales de una genera- 
ción a la siguiente, preparando al educando para que pueda desenvolverse 
dignamente en su medio, debe favorecer la adquisición de cierta familiari- 
dad en la utilización de los recursos informáticos por ser éstos una herra- 
mienta valiosísima para generar referencias y conclusiones que facilitan la 
toma de decisiones siendo, sin duda, este aporte un elemento acelerador 
del programa científico, tecnológico y cultural. 


Objetivo 2: “Desarrollo y cimentación de aquellas pautas de conducta 
que permiten al adolescente el buen uso de su iniciativa per- 
sonal y actividad creadora a fin de convertirlo en una perso- 
nalidad autónoma, interesada en conocer los secretos de la 
ciencia, la técnica y la cultura”. 


Para alcanzar este objetivo debemos tener en cuenta que la creciente 
informatización” de la sociedad está provocando cambios en los roles 
laborales y profesionales. Las tareas repetitivas están siendo automatiza- 
das, lo que implica una merma en la demanda de mano de obra menos ca- 
lificada, así como la aparición de nuevas tareas caracterizadas por un ma- 
yor requerimiento de aptitudes lógicas, creativas y cognoscitivas. El favo- 
recer estas capacidades es deber esencial de la educación y la informática 
puede desempeñar un rol decisivo en la adquisición y desarrollo de las 
mismas. 

¿Cuáles son los contenidos y los métodos de trabajo que permitirán al- 
canzar estos objetivos? 

Por un lado, la construcción de algoritmos y la programación y, por 
otro, el uso de programas ya existentes. 


— Construcción de algoritmos y programación. 


Cuando hablamos de construcción de algoritmos nos referimos a un 
método de pensamiento que se basa en la capacidad de descubrir y edifi- 
car las estructuras aptas para las finalidades propuestas, adoptando técni- 
cas definidas en el proceso de resolución. 

Es interesante recalcar la analogía entre este método de trabajo y el 
método heurístico, donde no se le presentan al educando teorías y he- 
chos inmutables para que los memorice, sino cuestiones y problemas que 
el alumno por su propio esfuerzo y bajo la dirección del profesor tiene 
que tratar de resolver. 


El matemático G. Polya en su libro: “¿Cómo resolverlo?” caracteriza 
claramente el método heurístico con el siguiente plan: 


e Ud. debe entender el problema 
e Imagine Ud. un plan 

e Realice “su plan” 

e Examine la solución obtenida 


Estas cuatro etapas se correponden con las de 


e Análisis y comprensión del problema 
Elaboración del Algoritmo 
Programación 

Prueba del programa 


que constituyen los pasos fundamentales en la diagramación y codifi- 
cación de problemas. 

Todo problema permite la elaboración de algoritmos equivalentes para 
su resolución, debiéndose respetar las estrategias personales y favorecer la 
búsqueda creativa de alternativa; la optimización dependerá de los recur- 
sos cognoscitivos y de la etapa de evolución en que se encuentren los 
alumnos. 


Las técnicas de programación estructurada permiten enfrentar y domi- 
nar situaciones complejas, procediendo a analizarlas por niveles sucesivos 
de refinamiento y constituyen una metodología útil aún fuera del ámbito 
computacional. 

Si la construcción de algoritmos desarrolla la capacidad de análisis, sín- 
tesis, abstracción y generalización, la codificación y depuración de pro- 
gramas permite desarrollar la capacidad para la percepción discriminato- 
ria, así como fomentar la concentración y persistencia en la tarea. 


— Uso de programas ya existentes 


La utilización por parte del alumno de software pre-existente puede 
colaborar en su formación integral, siempre que las aplicaciones sean ele- 
gidas cuidadosamente y orientadas a un objetivo preciso. 

Entre los aportes podemos mencionar: 


— familiarizar al alumno con el uso de la computadora como herramien- 
ta, como un instrumento más que le permite mejorar, facilitar o, sim- 
plemente, acelerar el desarrollo de algunas actividades. 

— estimular la creatividad poniendo a disposición del alumno medios in- 
formáticos que aumenten su capacidad de expresión. 

— fomentar la formalización y modelización de situaciones a fin de ade- 
cuarlas al tratamiento informático. 

— favorecer la curiosidad y el desarrollo de la intuición científica, gracias 
a la posibilidad de simulación de procesos físicos, químicos, biológi- 
cos, muchas veces imposibles de llevar a cabo en los laboratorios esco- 
lares. 


El muy buen software con que contamos hoy para procesamiento de 
la palabra, diseño gráfico, administración de base de datos y planillas 
electrónicas, entre otros, son algunas de las aplicaciones a tener en cuenta 
al introducir la informática en la escuela. 


Conclusiones: 


Para que la “irrupción” de la computación en la escuela sea un aporte 
real a la formación de nuestros alumnos, la preparación de los docentes 
no debería reducirse al aprendizaje de uno o varios lenguajes de computa- 
ción, si bien éste puede ser un primer paso, aunque no es el único ni qui- 
zás el mejor. 

La capacitación docente debería hacer hincapié en los aspectos forma- 
les y estructurales de las ciencias de la computación. La desmitificación 
de la computadora y la valoración del “método algorítmico“, como po- 
tencializador del proceso de enseñanza-aprendizaje, podrían ser unos de 
los objetivos a alcanzar en los cursos de Introducción a la Informática pa- 
ra docentes. 


Propuestas Didácticas. 


Lic. Lucrecia Delia Iglesias 


La presente es una propuesta para compartir experiencias de aprendi- 
zaje de la matemática en el marco de una forma específica de encarar la 
relación docente-alumno con la ayuda de guías de trabajo. 

Creemos en la necesidad de organizar actividades que representen un 
desafío accesible a los alumnos y que conduzcan a la construcción de las 
nociones matemáticas en procesos intelectuales autónomos, aunque no 
prescindentes de la interacción con los pares o el docente. 

Para éste se reserva en primer término el rol de organizador de la tarea 
a través de la confección de las guías y la elaboración de pautas de traba- 
jo. También es parte de su rol el ser dinamizador del proceso proponien- 
do lapsos para el cumplimiento de tareas y estableciendo pausas reflexi- 
vas para dar lugar a la discusión de contenidos que contribuya a fijarlos e 
integrarlos con otros. 

Además, corresponde al docente el seguimiento individual de los alum- 
nos, en particular en el momento de la realización de la tarea, a través de 
un diálogo que tienda a descubrir cuál es el proceso interno que ha pro- 
ducido una respuesta equivocada o que ha creado una duda aparentemen- 
te insalvable. 

Vamos a enfatizar la importancia de este aspecto de la labor docente, 
ya descripto por G. Polya en estos términos: 


"El estudiante debe adquirir tanta experiencia como sea posible en el 
trabajo autónomo, pero si se lo deja a solas con un problema, proporcio- 
nándole poca o ninguna ayuda, es posible que no pueda salir adelante. 
Por el contrario, si el docente ayuda mucho, no le queda nada por hacer 
al alumno. El docente debe ayudar, pero ni mucho ni poco, de modo que 
el alumno tenga una razonable participación en la tarea”. (1) 


Esta dosis de participación que parece tan difícil de graduar respecto 
de cada individuo particular, sobre todo cuando la clase es numerosa, es 
la que pretendemos hacer más efectiva mediante una construcción cuida- 
dosa de guías de trabajo. Y centramos la posibilidad de ayuda del docen- 
te en la medida en que sea capaz de ponerse en el lugar del alumno para 
adoptar su punto de vista y comprender qué está pensando. En efecto, el 
docente debe poder insertar la pregunta o sugerencia de ayuda en el es- 
quema que el alumno ha movilizado internamente ante el estímulo de la 
tarea propuesta. Para ello es necesario tener en cuenta que los esquemas 
previos de los alumnos responden a una construcción individual en su de- 
sarrollo genético y que, en particular, no coinciden con los que en su so- 
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fisticada elaboración profesional posee o7 cors == e =ne o 

Cabe aquí citar una expresión feliz de € ¿ora 0... 
“teorema en acto” para describir una CONadLITE otera ce = a 
nexiones entre conceptos, relaciones, prop 223085 Teee o a n 
dinámica propia y no siempre regida por regias SITIMTTRE E ~= 0 
ne el desarrollo específico de la ciencia. 

Por ejemplo, ante el problema: 


“Con 1,5 kg de harina se hacen 4 pasteles; cuánta Taro = e 
para hacer 10 pasteles?” 


caben reacciones de diferente tipo: 
— Operar 
10:4=2,5 dE 1,5.25=3,7 
(significa establecer internamente que f(Ax) = Afix 
— operar 
10=4+4+4+2=4+44+4:2 y 15+15+15:2=37 
(significa establecer internamente f(x + x + x:2) =f(x) + f(x) +(x :2 
— Operar 
10-4=6 y 15.6=9 

(significa usar un teorema en acto que, si bien guarda semejanza con el 
primer procedimiento, conduce a una respuesta errónea por mala cone- 
xión entre los significados de las operaciones aritméticas que habían sido 
constru ídas con anterioridad por el sujeto). 

Este ejemplo que presenta Vergnaud —en el que diferencia y razón tie- 
nen límites imprecisos en el esquema conceptual de un alumno— es un 
fenómeno mucho menos raro de lo que las previsiones normales de un 
profesor de escuela secundaria puede anticipar. 

Por eso es motivo de preocupación para nosotros plantear en qué me- 
dida el docente explora el origen de las respuestas de los alumnos. Por lo 
pronto, destacaremos la importancia que tienen los errores como mensa- 
jes que revelan la existencia de una organización defectuosa de los esque- 
mas internos. También alertaremos sobre el papel encubridor de ciertas 
respuestas correctas que suelen obedecer a una simple coincidencia o a 
compensaciones afortunadas de aspectos equivocados de la dinámica 
mental. De todos modos, es decisivo para el docente centrar su atención 
en la investigación de los teoremas en acto que producen las reacciones 
de los alumnos. Su labor en este aspecto configura su mejor contribución 
al aprendizaje. 

Esa relación docente-alumno no puede darse sino en un clima que esti- 
mule el diálogo iluminador, el trabajo autónomo y las acciones solidarias. 
Para lograrlo, es menester establecer una adecuada relación entre el alum- 
no y el contenido científico al que debe acceder. Aquí es donde una guía 
de trabajo puede probar su eficacia. De este modo justificamos la pro- 
puesta que intentamos desarrollar en este espacio. 


(1) POLYA,G.: How to solve it, Princeton University Press. Princeton. 1971. 
(2) VERGNAUD.G.: Centre d'Etude des Processus Cognitifs et du Langue. Paris, 
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Guía de trabajo 


La que sigue es una guía para introducir las nociones de ecuación e 
identidad en N, —indicando con N, al conjunto de los números naturales 
que no contiene al O— para alumnos que cuenten con un marco asimila- 
dor que les permita: 


e operar con suma, multiplicación y potenciación en No; 
e conocer, en las operaciones que corresponde, qué significa: 
ser conmutativa, 
ser asociativa, 
tener elemento neutro en No, 
tener elemento absorbente en No; 
e expresar conjuntos por extensión; 
e usar los símbolos No = (1,23, Lo ) y $ = ( ) (1) 


ECUACIONES E IDENTIDADES 


1. ¿Cuántos números naturales, colocados en lugar de la letra x ha- 
cen verdadera la igualdad? Tacha, en cada caso, lo que no corresponda. 


x+26=71 uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
uno ninguno todo número natural 
(2.x).6 = 2.(x.6) uno ninguno todo número natural 
x+3=8+x uno ninguno todo número natural 
1% =23 uno ninguno todo número natural 
7*=7 uno ninguno todo número natural 
x.10=10.x uno ninguno todo número natural 
x3 = 3% uno ninguno todo número natural 


2. Lee el texto encerrado en el recuadro: 


m) Abuso de notación que se asemeja a las utilizadas en las definiciones por ex tensión. 
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i)  Llamaremos ecuación a una igualdad en la que hay letras 
que al ser reemplazadas por números convierten en falsa o 
verdadera la igualdad. 


ii) Si uma ecuación tiene una sola letra, (aunque haya más de 
una aparición de la misma en la igualdad) diremos que tiene 


una incógnita o variable; si tiene dos letras, tiene dos incóg- 
nitas o variables; etc. 


En una ecuación de una variable diremos que el conjunto de 
números que hacen verdadera la igualdad es el conjunto so- 
lución de la ecuación. 


¿Puedes dar ejemplos de ecuación, incógnita o variable, conjunto 
solución de una ecuación? Hazlo. 


¿Cuál es el conjunto solución de x.9 = 36? Indícalo por extensión 
O por su representación convencional. 


iyeldex EMO cr a 
A A E OE E ENAA 


3. Indica e! conjunto solución de cada ecuación de 1. 


4. Leeel texto encerrado en el recuadro: 


Toda ecuación en la que el conjunto solución es N, =1,2,3,... 
es una identidad. 
Analiza cada identidad de 1 y escribe qué propiedad de la ope- 


ración que figura en ella se puede relacionar con la aparición de la 
identidad. 


5. Terminada la tarea hasta el punto 4, te conviene: 


e verificar que tus respuestas estén completas y correctas 
e expresar con tus propias palabras las nociones que no debes 
olvidar, de lo aprendido en ella. 


Un profesor que haga uso de un instrumento como éste debe organizar 
las actividades de los alumnos en etapas de acuerdo con las características 
del grupo. Por ejemplo: 


1. Anunciar con pocas palabras que su propósito consiste en que los 
alumnos conozcan, al final de la tarea, las nociones de ecuación e identi- 
dad, para las operaciones directas en N. 


2. Crear expectativas con un juego de adivinanzas del tipo: "no te di- 
go en qué número estoy pensando pero si lo duplicas y le sumas 3 obten- 
drás 15”. 


4. ¡introducir la guía para que cada alumno resuelva individualmente 
el punto 1. 


5. Permitir y promover las interacciones entre compañeros y con él 
mismo, durante el lapso que involucre la resolución del punto 1. 


6. En el momento que lo juzgue oportuno, proponer un modo de co 
rregir la tarea. 


7. Promover la continuación de la guía en el punto 2, dando un lapso 
prudencial para ello. 


7. Organizar la discusión general sobre las respuestas al punto 2. 
8. Proponer la continuación de la guía hasta el final. 
9. Organizar la corrección de los resultados de los puntos 3 y 4. 


10. Organizar la lectura y discusión de los resúmenes escritos por los 
alumnos en el punto 5. 


PAIDOS 


NOVEDADES 


P. G. Zimbardo y S. Radl / El niño tímido 

M. Selvini Palazzoli y otros / El mago sin magia. Cómo cambiar la situación 
paradójica del psicólogo en la escuela 

M. Bierwisch (comp.) / Efectos psicológicos de los componentes estructurales 
del lenguaje 

S. Minuchin / Calidoscopio familiar 

F. Dolto / La imagen inconsciente del cuerpo 

S. Moscovici / Psicología social. Tomos | y ll 

P. Cirigliano / Juegos gimnásticos para padres e hijos 


DE PROXIMA APARICION 


S. Rosen / Mi voz irá contigo. Los cuentos didácticos de M. H. Erickson 

L. Kaplan / Adolescencia. El adiós a la infancia 

M. Cole y B. Means / Cognición y pensamiento. Cómo pensamos. 
Estudios comparados 

M. Selvini Palazzoli / Al frente de la organización 


Bibliografía. 


CONCEPTS IN PROBLEM SOLVING Moshe F. Rubinstein y Kenneth Pfeiffen 
Prentice hall (1980) 


El libro está orientado para la realización de un curso sobre técnicas de resolución 
de problemas, presentando los temas fundamentales de una manera didáctica, y apun- 
tando a la rápida visualización de aplicaciones de los mismos. De esta manera se expo- 
nen diversos conceptos relativos al proceso de resolución de problemas, como: 


— presentación de modelos 

— lenguajes naturales y lenguajes lógicos 
— medida de la información 

— la aleatoridad 

— teoría de desición 

— situaciones de conflicto 


La presentación del proceso de resolución de problemas se realiza de una manera 
introductoria, y la obra está concebida como una introducción al texto de M. Rubins- 
tein, Patterns of Problem Solving, Prentice Hall (1975). 


EL ARTE DE RESOLVER PROBLEMAS Russell L. Ackoff 
Editorial Limusa (1983) 


El autor expone sus ideas acerca de la solución creativa de problemas sin la preten- 
sión de presentar un manual de técnicas o un texto sobre el tema, sino que de una 
manera informal y divertida, transmite sus treinta años de experiencia. El libro consta 
de dos partes bien diferenciadas. En la-primera parte denominada “el arte'*, se presen- 
tan distintas reglas y técnicas a emplear en la resolución de problemas, como mora:e- 
jas de fábulas, lo que facilita la comprensión de las mismas. En la segunda parte, de- 
nominada “aplicaciones”, se analizan diversos problemas reales de particular interés. 
merecen mencionarse una proyección hasta el año 2000 para el transporte urbano de 
los Estados Unidos, y un estudio de la influencia de la publicidad sobre las ventas 3e 
un producto de consumo (cerveza). Finalmente deben destacarse las consideraciones 
que el autor realiza en el último capítulo acerca de cómo mantener resueltos los pro- 
blemas. 


PROBLEM SOLVING IN APROJECT ENVIRONMENT L. Thomas King 
J. Wiley Interscience (1981: 


Se trata de una presentación sistemática de las técnicas para la resoiwción Je t-z- 
blemas. Luego de una introducción, en la cual el autor presenta al tema como un crz- 
ceso: el proceso de resolución de problemas, se realiza una minuciosa oescrncior Je 
mismo y cada una de las partes en que se lo descompone es tratada secaraca=nt= 


El autor denomina a cada una de las partes de la siguiente forma: 


— Identificación de las necesidades 
— Planificación del proyecto 

— Recolección de hechos 

— Análisis de los datos 

— Desarrollo de alternativas 

— Presentación de recomendaciones 
— Asistencia para la implementación 
— Evaluación de resultados 


Para cada uno de estos ítems se presentan técnicas y es particularmente interesan- 
te el apéndice en el cual se resumen todas las técnicas expuestas. 


THE HANDBOOK OF PROBLEM SOLVING Stephen J. Andriole 
Petrocelli books (1983) 


El libro está confeccionado como su nombre lo indica como un manual de técni- 
cas referentes al proceso de resolución de problemas. Los mismos se organizan alrede- 
dor de las que son denominadas tareas principales, a saber: 


— Organización 

— Descripción 

— Explicación 

— Predicción o Pronóstico 

— Prescripción (toma de decisiones) 

— Evaluación 

— Documentación 

—  "Defensa” (Argumentación y presentación) 

Es de destacar la abundante información bibliográfica como así también la preocu- 

pación del autor por una presentación “anal ftica”* de los problemas y por la inserción 
de la computadora en la efectivización de las técnicas expuestas. 


COMO PLANTEAR Y RESOLVER PROBLEMAS G. Polya 
Serie de Matemáticas Ed. Trillas 


Esta obra es ya un clásico en este tema, habiéndose realizado la décimoprimera re- 
impresión de la edición en español en 1984. De gran valor pedagógico, el objetivo del 
libro se centra en desarrollar los métodos de solución de problemas, considerando a 
éstos como matemáticas en el proceso de ser inventadas. 

El libro se compone de cuatro partes: 


1. Enel salón de clases 

2. Cómo resolver un problema 

3. Breve diccionario de heurística 

4. Problemas, sugerencias, soluciones 


De todas estas secciones, la central y más extensa es la tercera donde el autor vuel- 
ca su amplia experiencia como investigador y docente en la ardua tarea de expresar 
como “normas de inferencia” los aspectos heurísticos que hacen posible en una canti- 
dad “'razonable'” de pasos la demostración matemática siempre asociada a la resolu- 
ción de un problema. 

La sencillez del libro y su accesibilidad lo hacen imprescindible para todo profesor 
de matemáticas y los interesados en iniciarse en las modernas técnicas de resolución 
de problemas. 
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Noticias. 


ICMI 


ANUNCIO PRELIMINAR 


El Comité de Organización del ICME (International Congress on Ma- 
thematical Education) se complace en anunciar que el sexto Congreso In- 
ternacional sobre Educación Matemática —ICME 6— tendrá lugar en Bu- 
dapest (Hungría) desde el 27 de julio hasta el 3 de agosto de 1988. 

El programa formal de actividades, los encuentros informales y las reu- 
niones sociales ofrecerán excelentes oportunidades para el establecimien- 
to de contactos personales y la difusión de las informaciones e ideas más 
relevantes de la actualidad inherentes a la Enseñanza de la Matemática. 


PROGRAMA FORMAL 


El programa cubrirá todas las áreas de la Enseñanza de la Matemática, 
contemplando las diversas necesidades e intereses de los participantes. 

Las actividades del Congreso incluirán conferencias, seminarios, reu- 
niones de trabajo, películas y presentación de proyectos relativos a la En- 
señanza de la Matemática. Se ha planificado realizar conjuntamente con 
el Congreso una importante exposición de distintos materiales y medios 
didácticos. Se invita además a los distintos grupos de trabajo y estudio 
interesados a realizar encuentros y contribuir al programa del Congreso. 

El idioma principal del Congreso será el inglés, aunque se ofrecerán 
traducciones simultáneas a otras lenguas en las principales conferencias; 
además se podrán obtener traducciones de los resúmenes de algunos de 
los trabajos presentados. 

Cada miembro pleno del Congreso recibirá una copia de las actas del 
mismo. 


REUNIONES SOCIALES 


Serán inclufdas diversas actividades sociales en el programa del Congre- 
so, además se organizará un programa de actividades para aquéllos que no 
participen del programa formal del Congreso y se registren como miem- 
bros acompañantes. 


